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Samenvatting 

Het idee dat wiskunde en muziek met elkaar te maken hebben is niet nieuw. Pythagoras had 

het in de 6e eeuw voor Christus al over wiskundige verhoudingen als basis van de 

harmonie. Sinds die tijd zijn er vele andere verbanden ontdekt. In een uitgebreid 

literatuuronderzoek hebben wij verscheidene van deze verbanden uitgelicht en beschreven. 

Wij hebben bijvoorbeeld beschreven hoe verschillende harmonische intervallen te verklaren 

zijn aan de hand van wiskundige verhoudingen en hoe ook wiskundig beschreven kan 

worden, wanneer twee tonen dissonant samenklinken. Ook hebben wij aan de hand van een 

bewijs toegelicht waarom een wiskundig probleem, dat zich bij muzikale stemmingen 

voordoet, namelijk het Pythagoreïsche komma, niet te voorkomen is. Dit houdt in dat de 

intervallen in een stemming nooit allemaal zuiver kunnen zijn. Door de eeuwen heen heeft 

men gezocht naar een zo uitgebalanceerd mogelijke stemming. Wij hebben dus ook enkele 

stemmingen beschreven, zoals de diatonische en de gelijkzwevende stemming. 

 

Verder hebben wij beschreven hoe wiskunde aan de basis staat van de digitale 

muziekverwerking. Een bepaalde wiskundige bewerking, de Fourieranalyse, staat hierin 

centraal. Deze stelt namelijk een computer in staat om audiofragmenten te interpreteren. De 

Fourieranalyse is wiskundig zeer complex maar wij hebben de kern ervan beschreven. 

 

Na ons literatuuronderzoek hebben wij ons gericht op het gebruiken van wiskunde bij het 

componeren van muziek. Wij hebben echter niet de standaardmethoden hiervoor gebruikt, 

die je op het internet zou tegenkomen. Deze gaan namelijk vooral uit van principes als 

meetkundige figuren1 en trucjes met getallen. Wij hebben juist geprobeerd wiskundige 

functies aan te wenden voor het componeren van melodieën.  

 

Door in een wiskundige functie de afhankelijke variabele steeds met stappen van 1 te 

verhogen en de bijbehorende functiewaarden in een rij te plaatsen, zetten wij functies om in 

reeksen. Vervolgens hebben wij een methode ontwikkeld om deze getallenreeksen om te 

zetten in toonreeksen. Hierbij maken wij gebruik van modulorekenen. Wij kennen aan alle 

tonen in een toonladder één of meerdere mogelijke restgetallen na deling (modulusgetal) 

toe. Vervolgens bepalen wij van alle getallen uit de reeks het modulusgetal en koppelen wij 

op die manier tonen aan deze reeks en daarmee een melodie. Welke deler wij kiezen, 

variëert.  De getallenreeksen leiden wij, zoals gezegd, af uit wiskundige functies. Zo hebben 

wij dus melodieën gemaakt aan de hand van formules. Deze werkwijze noemen wij de 

basismethode 

 

Waar wij tegenaan zijn gelopen, is dat de modulusgetallen en dus deze melodieën zich vaak 

sneller dan gewenst herhalen. Een melodie, die zich na twee tonen herhaalt, is naar onze 

mening saai. De oorzaak van de herhaling van de modulusgetallen verschilt telkens per 

functiefamilie. Onze voornaamste uitdaging was daarom om deze herhalingen per 

functiesoort te begrijpen en daarmee te kunnen voorspellen. Dan konden wij bepalen welke 

specifieke functies wel geschikt waren voor mooie melodieën. 

 

                                                
1 zie bijvoorbeeld http://theconversation.com/how-a-little-mathematics-can-help-create-
some-beautiful-music-61812  

http://theconversation.com/how-a-little-mathematics-can-help-create-some-beautiful-music-61812
http://theconversation.com/how-a-little-mathematics-can-help-create-some-beautiful-music-61812
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Voor de lineaire functies van de standaardvorm 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏 , waarbij je volgens de 

basismethode een deler 𝑑 kiest, hebben wij het volgende aangetoond: de reeks met 

modulusgetallen gaat zich herhalen vanaf positie 𝑛, waarvoor geldt dat 𝑛 ∙ 𝑎 voor het eerst 

een geheel getal oplevert, wanneer gedeeld door 𝑑. Door 𝑑 = 16 en een tactische 𝑎 te 

kiezen, konden wij uit lineaire functies leuke melodieën halen, die zich na 16 tonen herhalen. 

 

Wat betreft kwadratische functies van de vorm 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡2 + 𝑏 hebben wij bewezen dat de 

reeks met modulusgetallen zich gaat herhalen op positie 𝑛, wanneer voor het eerst geldt dat 

𝑎𝑛2 − 𝑎 te delen is door 𝑑 en dat 𝑓(𝑛 + 1) 𝑚𝑜𝑑 𝑑 = 𝑓(2) 𝑚𝑜𝑑 𝑑. Uit verder onderzoek is 

gebleken dat voor élke machtsfunctie van de vorm 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡𝑝 + 𝑏 de herhaling te 

voorspellen valt. De reeks met modulusgetallen gaat zich herhalen vanaf positie 𝑛, als voor 

het eerst 𝑎𝑛𝑝 − 𝑎 deelbaar is door 𝑑 en 𝑓(𝑛 + 1) 𝑚𝑜𝑑 𝑑 = 𝑓(2) 𝑚𝑜𝑑 𝑑. Voor een 

machtsfunctie samengesteld uit onderdelen van verschillende graad (𝑓(𝑡) = 𝑎 + 𝑏𝑡 + 𝑐𝑡2 +

𝑑𝑡3. . . ), geldt dat de reeks zich na hetzelfde aantal posities gaat herhalen als de reeks van 

het minst snel herhalende deel. Vooral door een handige 𝑑 te kiezen, waren wij in staat 

melodieën uit machtsfuncties te halen, die zich na een prettig aantal keer gaat herhalen.  

 

In het geval van exponentiële functies van de vorm 𝑓(𝑡) = 𝑎 ∙ 𝑔𝑡 + 𝑏 hebben wij ten eerste 

geconcludeerd, dat 𝑎 ∙ 𝑔𝑡 voor geen enkele t een veelvoud van 𝑑 mag zijn, opdat de reeks 

met modulusgetallen niet 0 wordt vanaf een bepaalde positie 𝑛. Ten tweede geldt, als aan 

de eerste voorwaarde voldaan is, dat de reeks met modulusgetallen zich gaat herhalen 

vanaf positie 𝑛, waarvoor geldt dat 𝑎 ∙ 𝑔𝑛 − 𝑎 ∙ 𝑔 voor het eerst deelbaar is door 𝑑. 

Rekening houdend met deze regel zijn er geen geschikte exponentiële functies te vinden om 

melodieën te maken die zich niet te snel herhalen. Door exponentiële functies met 

machtsfuncties te combineren vergroot je wel de variatie aan mogelijke melodieën. 

 

Met betrekking tot goniometrische functies (van de vorm 𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) of 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡)), 

waarbij de basismethode niet bruikbaar is (vanwege de mogelijke decimale functiewaarden), 

hebben we een andere methode bedacht. We hebben het bereik van de sinusoïde 

opgedeeld in acht even grote delen. Aan elk van deze delen hebben we één toon in een 

bepaalde toonladder toegekend. Hierbij hangt de herhaling af van de stapgrootte, waarmee 

je 𝑡 laat toenemen. We hebben een regel bewezen, waaruit de herhaling voor elke 

stapgrootte voorspeld kan worden, namelijk dat, uitgaande van stapgrootte 
𝑚

𝑛
∙ 𝜋 met 𝑚 en 𝑛 

gehele getallen, de reeks zich herhaalt na 2𝑛 stappen, behalve als 𝑚 een veelvoud is van 2; 

dan herhaalt hij zich na 𝑛 stappen. In het geval van stapgrootte 
𝑚

𝑛
 treedt er nooit herhaling 

op, vanwege de onverenigbaarheid van rationele en irrationele getallen. Door een gunstige 

stapgrootte te kiezen konden wij ook uit sinusoïden leuke melodieën halen. 

 

Kortom hebben wij aangetoond dat functies, als je doorhebt wanneer herhaling optreedt, 

zeker een bruikbaar middel kunnen zijn bij het creëren van melodieën. Voor componisten 

kunnen wiskundige functies echt een uitkomst bieden bij het bedenken van melodieën. Een 

formule voor muziek is mogelijk. 
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Inleiding 

In ons literatuuronderzoek hebben we ons verdiept in het brede scala aan zeer diverse, al 

bekende relaties tussen wiskunde en de muziek. Zo hebben we bijvoorbeeld geleerd hoe 

wiskundige verhoudingen aan de basis staan van harmonische stemmingen en intervallen. 

Ook hebben we gezien hoe dissonantie te verklaren is aan de hand van de wiskundige 

modellen die de geluidsgolven beschrijven. Verder zagen wij hoe componisten meetkunde 

gebruikten in de compositie van hun partituren, en als laatste voorbeeld hebben we ons 

verdiept in hoe de Fourieranalyse de moderne digitale muziekanalyse mogelijk maakt en wat 

voor een mogelijkheden dit biedt voor de verwerking van muziek.  

 

Wat wij ons naar aanleiding van ons literatuuronderzoek vooral afvroegen, was in hoeverre 

de wiskunde die wij kennen van wiskunde B op VWO niveau gebruikt kan worden bij het 

componeren van muziek. Wij hadden wel voorbeelden gezien van mensen die wiskunde al 

probeerden toe te passen in de compositie, maar in geen enkele van deze voorbeelden 

kwam wiskunde aan bod die ook maar enigszins leek op wat wij op school leren. 

Bijvoorbeeld ging Bach niet veel verder dan eenvoudige symmetrieën en rotaties op de 

notenbalk. Ook alle andere voorbeelden die wij zagen hielden het bij het gebruiken van 

mooie meetkundige vormen en simpele spelingen met getallen (zie bijvoorbeeld:http://the 

conversation.com/how-a-little-mathematics-can-help-create-some-beautiful-music-61812). 

 

Een belangrijk onderdeel van de wiskunde waar wij op school mee te maken hebben, zijn de 

wiskundige functies. Van machtsfuncties tot exponentiële functies, van logaritmische 

functies tot sinusoïden, het komt allemaal aan bod. Wij hebben dus besloten om de 

wiskundige functies als basis te nemen en in ons praktijkonderzoek uit te zoeken in hoeverre 

deze te gebruiken zijn als hulpmiddel bij het componeren van melodieën. Wij zijn dus als het 

ware op zoek gegaan naar een formule voor melodie. 

 

In onze zoektocht hebben we manieren bedacht om wiskundige reeksen, verkregen uit deze 

functies, om te zetten in toonreeksen. Wat wij nu alvast kunnen zeggen, is dat zeker niet 

elke functie gebruikt kan worden om een getallenreeks te maken waar een leuke melodie uit 

te halen valt. Melodieën verkregen uit veel functies gaan zich namelijk enorm snel herhalen, 

en een melodie die zich om de twee tonen herhaalt is natuurlijk niet bijzonder. Een groot 

deel van onze uitdaging is dus geweest om deze herhalingen wiskundig te begrijpen en ook 

te kunnen voorspellen zodat we functies konden vinden die wel gunstig waren voor het 

creëren van muziek. In ons verslag zullen we jullie meenemen door het proces van onze 

zoektocht hiernaar en zullen we onze resultaten presenteren. 

 

Het rechtstreeks halen van melodieën uit wiskundige functies is volgens ons nog niet eerder 

gedaan. Dit vonden wij juist ontzettend gaaf maar bracht als nadeel mee dat wij geen enkel 

voorbeeld hadden van hoe te werk te gaan. Wij hebben onze methodes volledig zelf bedacht 

en hebben zo ook alle obstakels die wij zijn tegengekomen zelf moeten overwinnen. Het kan 

dus zijn dat wij misschien soms eenvoudiger of anders te werk hadden kunnen gaan dus als 

u als lezer hier suggesties voor heeft, staan wij open voor commentaar. 

http://theconversation.com/how-a-little-mathematics-can-help-create-some-beautiful-music-61812
http://theconversation.com/how-a-little-mathematics-can-help-create-some-beautiful-music-61812
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Onderzoeksvraag 

Kunnen wij wiskundige functies gebruiken voor het componeren van leuke melodieën? 

Methode 

Welke wiskunde gaan we gebruiken? 

Functies zijn bewerkingen die aan elk getal één ander getal koppelen. Denk bijvoorbeeld 

aan de functie 𝑓(𝑡) = 3𝑡. Deze functie koppelt aan elke 𝑡 één bepaalde functiewaarde. Je 

hebt veel verschillende soorten functies. Het is dus nodig om te specificeren welke 

wiskundige functies wij gaan proberen te gebruiken. Als eerste gaan wij machtsfuncties, ook 

wel polynomen genoemd, gebruiken. De standaard machtsfunctie ziet er als volgt uit: 

𝑓(𝑡) =  𝑎 + 𝑏𝑡 + 𝑐𝑡2 + 𝑑𝑡3 + 𝑒𝑡4. . . .. Binnen de familie machtsfuncties wordt onderscheid 

gemaakt tussen functies op basis van de hoogste macht van de variabele t die er in de 

functies voorkomt. Je hebt dus bijvoorbeeld eerstegraadsfuncties (ook wel lineaire functies 

genoemd) met 1 als hoogste macht van t , tweedegraadsfuncties (ook wel kwadratische 

functies genoemd) met 2 als hoogste macht van t, derdegraadsfuncties en ga zo maar door. 

Een lineaire functies is bijvoorbeeld 𝑓(𝑡) = 3𝑡. een kwadratische functies 𝑓(𝑡)  = 𝑡2. Wij 

gaan dus kijken hoe wij machtsfuncties kunnen gebruiken voor het creëren van muziek. Ook 

gaan wij exponentiële functies zoals𝑓(𝑡)  =  3𝑡 en goniometrische functies zoals  

𝑓(𝑡)  =  𝑠𝑖𝑛(𝑡) proberen te gebruiken voor het componeren van melodieën.  

 

Functies en de wiskundige bewerkingen differentiëren en integreren zijn natuurlijk nauw met 

elkaar verbonden. Je differentieert en integreert namelijk altijd functies en na een functie te 

integreren of te differentiëren krijg je weer een functie, de afgeleide of de primitieve functie.  

Of we deze afzonderlijke functies kunnen gebruiken gaan we zoals gezegd al analyseren 

maar we gaan ook onderzoeken of de melodie die we halen uit een functie en de melodie uit 

zijn afgeleide of primitieve te combineren valt. 

Als laatste gaan we nog experimenteren met twee bijzondere verschijnselen in de wiskunde. 

De Fibonacci-reeks en de Pythagoreïsche getallen. Ondanks dat het geen functiefamilies 

zijn waren wij toch benieuwd of wij ook uit deze fenomenen melodieën konden creëren.  

 

De verschillende functies die we dus gaan proberen te gebruiken om melodieën mee te 

creëren zijn: 

1. Machtsfuncties 

2. Exponentiële functies 

3. Goniometrische functies 

4. Integreren en differentiëren.  

5. De Fibonacci-reeks 

6. Pythagoreïsche getallen 
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Hoe gaan we de wiskunde gebruiken? 

Dit is natuurlijk de interessantste en uitdagendste vraag. Wij hebben een methode bedacht 

die voor zoveel mogelijk functies die wij hebben gebruikt toepasbaar is. Om deze methode 

te snappen beschouwen we even de functie 𝑓(𝑡) = 3𝑡 als voorbeeld. Als we t steeds met 1 

verhogen krijgen we steeds een andere functiewaarde. Als we al deze functiewaardes 

achter elkaar zetten krijgen we eigenlijk een getallenreeks. Namelijk de volgende: 

 

Tabel 1 

𝑡 1 2 3 etc 

reeks 3 6 9 etc 

 

Als je dus de functiewaardes van een functie bij een met telkens stapjes van 1 ophogende 

variabele achter elkaar zet krijg je een reeks. Onze methode kent aan alle getallen uit een 

reeks noten toe. Deze methode maakt gebruik van modulorekenen. De modulus is eigenlijk 

niets anders dan het restgetal na deling. Dus bijvoorbeeld  7 𝑚𝑜𝑑 3 =  1 omdat het restgetal 

dat je overhoudt als je 7 door 3 deelt 1 is. De manier waarop we met de modulus aan elk 

getal uit de reeks een toon toekennen gaat als volgt. We nemen allereerst een toonladder 

waarin we de muziek willen maken en aan elke toon uit die toonladder koppelen we een 

getal. Bijvoorbeeld ziet dat, met de toonladder A mineur, er zo uit: 

 

Tabel 2 

Noot 𝄽 A B C D E F G 

modulusgetal 0 1 2 3 4 5 6 7 

 

Als  we nu telkens van de functiewaardes uit de reeks de modulus van 8 nemen komt er 

altijd een getal van 0 tot en met 7 uit. Het restgetal na deling door 8 is namelijk nooit groter 

dan 7 of kleiner dan 0. Zo kunnen we door de modulus 8 van de functiewaarde te nemen 

dus aan elk getal uit de reeks een noot toekennen en lassen wij, als het restgetal na deling 

door 8 nul is, een rust in. Zo kunnen we dus toonreeksen, oftewel melodieën verkrijgen uit 

functies. De toonreeks die bij de functie 𝑓(𝑡)  =  3𝑡  hoort ziet er dan bijvoorbeeld als volgt 

uit:  

 

Tabel 3 

𝑡 1 2 3 4 etc 

𝑓(𝑡)  =  3𝑡  3 6 9 12 etc 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8  3 6 1 4 etc 

Noot C F A D etc 

 

Deze methode waarmee we aan reeksen gehele getallen via modulorekenen noten 

koppelen noemen we de basismethode. Zo zullen we hier in het verdere verslag dan ook 

naar refereren. 
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De basismethode is bruikbaar bij het halen van melodieën uit alle machtsfuncties en de 

exponentiële functies. Wat deze functies namelijk allemaal overeen hebben is dat zolang je 

gehele, positieve getallen als exponenten en als grondgetallen gebruikt, je ook gehele en 

positieve functiewaardes krijgt. 

 

Deze basismethode met modulusrekenen werkt niet als de functiewaardes geen gehele, en 

positieve getallen zijn. Als je bijvoorbeeld ook decimale functiewaardes kan krijgen wordt het 

iets moeilijker. 0,37 𝑚𝑜𝑑 8 is namelijk 0,37 en aan 0,37 hebben we geen toon toegekend. Bij 

de goniometrische functies zoals  𝑓(𝑡)  =  𝑠𝑖𝑛(𝑡) en logaritmische functies zoals 

𝑓(𝑡) =  𝑙𝑜𝑔(𝑡) ben je gebonden aan decimale functiewaardes dus dan kun je onze 

basismethode niet gebruiken. Voor deze functies moet je dus een andere methode 

bedenken om toch noten te kunnen koppelen aan de reeks met functiewaardes. Bij het 

bespreken van de goniometrische functies zullen we onze hiervoor aangepaste methode 

uitleggen.  
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Resultaten 

Inleiding 

In de resultaten zullen we laten zien hoe we de verschillende wiskundige functies wel of niet 

hebben kunnen gebruiken voor het componeren van muziek. We zullen hierbij ook verslag 

doen van de obstakels die we tegen zijn gekomen bij het maken van toonreeksen uit 

functies.  Een zeer vaak voorkomend obstakel dat wij zijn tegengekomen is herhaling. Vaak 

trad er in de melodieën afkomstig uit de functies herhaling op. Voor het maken van een 

leuke melodie moesten wij telkens die herhaling wiskundig begrijpen en kunnen voorspellen. 

Wiskundig gezien was dit dus onze grote uitdaging. In de resultaten zullen wij dus ook onze 

bevindingen op het gebied van deze herhalingen presenteren en onderbouwen. 

 

Belangrijke opmerkingen voor bij het lezen van de resultaten 

1. In de resultaten spreken we soms van saaie en soms van leuke melodieën. We 

beseffen natuurlijk dat dit subjectieve begrippen zijn. Ons doel is echter om aan de 

hand van wiskunde melodieën te creëren die we leuk vinden. Daarom hanteren we 

onze eigen begrippen van leuk en saai. Dit is niet concreet te definiëren maar in het 

algemeen streven we naar melodieën die zich na 4 maten herhalen en waarvan het 

melodieverloop enigszins consonant is. Dat zijn volgens ons leuke en ook bruikbare 

melodieën. 

2. Soms spreken we van aantallen tonen of noten. Als we dit doen rekenen we rusten 

ook mee ook al zijn dit eigenlijk geen noten of tonen. Dit doen we omdat het in ons 

onderzoek vaak over het aantal restgetallen na deling gaat en aan rusten ook een of 

meer restgetallen na deling zijn gekoppeld. 

3. Als wij de vergelijking 𝑌 𝑚𝑜𝑑  𝑑 = 𝑅 gebruiken, dan noemen wij 𝑑 de deler en 𝑅ofwel 

het modulusgetal ofwel het restgetal na deling.  

4. In de methode hebben we de door ons bedachte basismethode uitgelegd om uit een 

functie een toonreeks te krijgen. In dit stuk refereren we hier gewoon naar als de 

basismethode. 

5. In dit stuk gebruiken we voor de notatie ∑ 𝑖4
𝑖=0  de notatie 4?. Wanneer dit voor het 

eerst voorkomt wordt dit uitgebreid toegelicht.  

6. Met 𝄽 bedoelen wij een kwartrust. Als u de digitale versie als Google document 

bekijkt, kan dit teken per apparaat verschillen.  

7. Met “𝑦 is deelbaar door 𝑥” bedoelen we dat 
𝑦

𝑥
 een geheel getal oplevert. 

8. In het verslag verwijzen wij regelmatig naar bijlage 2 en het audiobestand. De 

bijlages zijn achterin te vinden en dit audiobestand is te vinden op het volgende 

webadres: 

https://www.dropbox.com/sh/z3vusqrc5yz2ade/AAB41tYIHg20AdJ04TiHd-i2a?dl=0. 

Als u ons verslag op een computer leest raden wij u aan om hem tweemaal te 

openen en uit de ene te lezen en de andere open te laten staan op de bijlage. Dit 

scheelt een hoop scrollen. 

 

 

 

https://www.dropbox.com/sh/z3vusqrc5yz2ade/AAB41tYIHg20AdJ04TiHd-i2a?dl=0
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1.Functies 

a. Machtsfuncties 

Zoals eerder gezegd is de basismethode een goed toepasbare manier om toonreeksen uit 

machtsfuncties te verkrijgen zolang je gehele, positieve getallen als coëfficiënten gebruikt. In 

het stuk dat volgt gebruiken wij dus standaard alleen gehele en positieve coëfficiënten.  

i. Lineaire functies 

Lineaire functies zijn de meest eenvoudige functies uit de familie van de machtsfuncties. Om 

mee te beginnen proberen we eens de functie𝑓(𝑡)  =  3𝑡 +  2. Hieruit volgt, uitgaande van 

de toonladder A mineur waarin we aan elke toon een mogelijk restgetal na deling door 8 

hebben toegekend zoals in tabel 4, en uitgaande van de basismethode met als deler 8 de 

notenreeks in tabel 5. 

Tabel 4 

𝄽 A B C D E F G 

0 1 2 3 4 5 6 7 

 

Tabel 5 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

𝑓(𝑡) = 3𝑡 + 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 38 41 44 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8 5 0 3 6 1 4 7 2 5 0 3 6 1 4 

Noot E 𝄽 C F A D G B E 𝄽 C F A D 

 

Dit is dus de melodie die hoort bij de lineaire functie 𝑓(𝑡) = 3𝑡 + 2. (zie partituur 1 in bijlage 2 

en beluister audiofragment 1 in audiobestand). Wat gelijk opvalt is dat de melodie zich na 8 

tonen (in een vierkwartsmaat dus na 2 maten) herhaalt. Het resultaat van deze snelle 

herhaling is dat deze functie een redelijk saaie melodie geeft. We gaan dus op zoek naar 

een functie die zich pas later herhaalt. Het liefst na 16 tonen oftewel 4 maten in een 

vierkwartsmaat (zie opmerking 1 in de resultaten). Om zo’n functie te vinden moeten we 

eerst begrijpen wanneer een melodie afkomstig van een lineaire functie zich gaat herhalen.  

 

Allereerst moeten we begrijpen dat als de noten zich gaan herhalen blijkbaar de restgetallen 

na deling, oftewel de modulusgetallen zich gaan herhalen. Aan elke noot is namelijk een 

apart modulusgetal gekoppeld. De vraag is dus wanneer de modulusgetallen zich gaan 

herhalen. Om hierachter te komen moeten we kijken naar de regelmaat in de reeks die we 

halen uit onze lineaire functie. Zoals gezegd verkrijgen we deze reeks door telkens 𝑡 met 

stapjes van 1 te verhogen en dan de functiewaardes achter elkaar te zetten. Zoals je in de 

bovenstaande tabel ziet is het volgende getal uit de reeks steeds 3 groter dan het getal 

ervoor. Dit is ook logisch omdat er in de functie 3𝑡 staat. Als 𝑡 met 1 toeneemt, wordt de 

functiewaarde dus 3 groter en dat herhaalt zich bij herhaald ophogen van 𝑡. De toename van 
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de reeks is dus constant. Voor elk volgende getal uit de reeks wordt er weer drie bijgeteld. 

Wat we nu kunnen stellen is dat zodra het modulusgetal dat hoort bij 𝑡 = 1 opnieuw 

voorkomt, de modulusgetallen zich gaan herhalen en dus ook de melodie zich gaat 

herhalen. Dit omdat de constante toename ook zorgt voor de toename in het modulusgetal, 

welke dus ook constant is. Met andere woorden komt door de constante toename van de 

functiewaarde na een bepaald modulusgetal 𝑌 altijd hetzelfde modulusgetal 𝑅, waardoor de 

reeks van modulusgetallen zich gaat herhalen zodra modulusgetal van 𝑓(𝑡) op positie 1 

terugkomt.  Dit zie je ook in de bovenstaande tabel. Vanaf het moment dat het eerste 

modulusgetal, namelijk 5 terug komt gaat de reeks zich herhalen.  

 

Het is dus nu alleen nog zaak om te kunnen voorspellen wanneer het eerste modulusgetal 

zich herhaalt. Om dit te begrijpen moeten we eerst de volgende regel in acht nemen. Als je 

van twee getallen de modulus 𝑑 neemt en deze beide bij elkaar optelt en van dat getal dan 

weer modulus d neemt, is dat hetzelfde getal als dat je krijgt, als je de twee getallen eerst bij 

elkaar optelt en daarna modulus 𝑑 neemt.  

 

Anders gezegd ziet dat er zo uit: 

(𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝑑 +  𝑍 𝑚𝑜𝑑 𝑑) 𝑚𝑜𝑑 𝑑 =  (𝑌 + 𝑍) 𝑚𝑜𝑑 𝑑   

 

Bijvoorbeeld (31 𝑚𝑜𝑑 7 + 12 𝑚𝑜𝑑 7) 𝑚𝑜𝑑 7 =  (3 + 5) 𝑚𝑜𝑑 7 =  1 en dat is gelijk aan(31 +

12) 𝑚𝑜𝑑 7 = 1.   

 

Deze regel is als volgt te bewijzen. Elk getal 𝑌 kun je schrijven als een som van 𝑃 + 𝑄, 

waarbij 𝑃 het grootste veelvoud van de deler is die binnen het getal 𝑌 past en 𝑄 dus het 

restgetal is van 𝑌 na deling door de deler. Als je nou twee getallen 𝑌1en 𝑌2 bij elkaar optelt 

krijg je dus 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑄1 + 𝑄2, waarvan de som 𝑃1 + 𝑃2 deelbaar is door de deler omdat 

beide componenten apart al deelbaar zijn door de deler. De som van de twee losse 

modulusgetallen 𝑄1 + 𝑄2 bepalen dus het restgetal na deling door de deler van de som zoals 

in de regel ook staat.  

 

Met deze regel in ons hoofd kunnen we nu stellen dat een restgetal na deling terugkomt als 

er een getal Y bij is opgeteld  waarvoor geldt 𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝑑 = 0, met 𝑑 is de deler. Wij hebben ook 

net geconcludeerd dat bij een standaard lineaire functie 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏 waarbij je 𝑡 in stapjes 

van 1 laat toenemen je er eigenlijk elk stapje 𝑎 bij optelt. In ons voorbeeld was 𝑎 gelijk aan 3 

en telde je er dus elk stapje 3 bij op. Het restgetal na deling gaat zich herhalen, als er een 

veelvoud van 𝑎 bij de eerste functiewaarde uit de reeks is opgeteld, dat voor het eerst ook 

deelbaar is door 𝑑. Dit leidt tot de volgende generaliserende conclusie: 

 

We nemen de standaard lineaire vergelijking 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏, waarbij je 𝑡 steeds met stapjes 

van 1 laat toenemen, en waarbij je steeds 𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 𝑑 = 𝑟 neemt en aan elke 𝑟 dus een noot 

koppelt. Hierbij gaat 𝑟 zich herhalen na 𝑛 keer, met 𝑛 het kleinst mogelijke gehele getal 

waarvoor geldt dat 𝑛 ∙ 𝑎 deelbaar is door 𝑑. In ons voorbeeld met 𝑓(𝑡)  =  3𝑡 +  2 waarbij we 

steeds 𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8 namen, gaat het restgetal zich dus herhalen na 8 keer, omdat 8 het 

kleinste getal is, waarvoor geldt dat 8 • 3 deelbaar is door 8. Dit klopt ook met wat we zien in 

onze reeks.  

 



 

13 

We kunnen nu dus voorspellen na hoeveel noten het modulusgetal en daarmee het 

melodietje zich gaat herhalen. Nu moeten we een functie zoeken waarbij het modulusgetal 

zich pas na 16 keer gaat herhalen omdat we dan een leukere melodie kunnen krijgen. We 

stuiten echter op een probleem. Als je modulus 8 neemt, gaat het modulusgetal zich volgens 

onze regel uiterlijk na 8 noten herhalen. Voor 𝑛 = 8 geldt namelijk altijd, dat 𝑛 ∙ 𝑎 deelbaar is 

door 8, want 8𝑎 is deelbaar door 8. Als we modulus 8 gebruiken, wat logisch lijkt, uitgaande 

van onze toonladders die bestaan uit 7 tonen, kunnen we dus onmogelijk uit een lineaire 

functie een melodie halen, die zich pas na 16 keer herhaalt. We kunnen dit wél, als we in 

plaats van modulus 8 modulus 16 nemen. Als we dan namelijk een juiste 𝑎 kiezen in onze 

lineaire vergelijking 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏, kan het zo zijn, dat 16 de kleinste 𝑛 is waarvoor geldt dat 

𝑛 ∙ 𝑎 deelbaar is door 16. We hebben alleen maar 7 tonen in onze toonladder, dus wat doen 

we met die extra 8 mogelijke restgetallen na deling? We lossen dit als volgt op. We koppelen 

nu aan elke noot uit de toonladder niet 1, maar 2 restgetallen na deling. We tellen daarbij 

heen en weer. We kiezen bijvoorbeeld B mineur als toonladder. Dan ziet de verdeling eruit 

zoals in tabel 6. 

 

Tabel 6 

Noot 𝄽 B Cis D E Fis G A 

Mod-getal 1 0 1 2 3 4 5 6 7 

Mod-getal 2 15 14 13 12 11 10 9 8 

 

Als we nu dus restgetal 1 krijgen na deling, dan wordt het een B, maar als we restgetal 14 

krijgen wordt het ook een B. We moeten terugtellen, omdat het restgetal na deling zich 

anders wel pas na 16 keer gaat herhalen maar de noot toch al na 8 keer. Een bijkomend 

voordeel hierbij, is dat we hierdoor een veel grotere variatie aan mogelijke intervallen krijgen. 

Als we door zouden tellen, zouden we bijna alleen maar kwarten als interval krijgen in onze 

melodie, omdat er bij elke stap in onze reeks letterlijk 3 bij wordt geteld. Van de A zou hij 

dan dus altijd naar de D springen en van de B altijd naar de E wat allemaal kwarten zijn. Nu 

echter, omdat we terugtellen, kan ook twee keer de F achter elkaar komen of bijvoorbeeld 

de G na de E. Dit zijn andere intervallen die het melodietje leuker maken. Een liedje met 

maar één interval beschouwen we namelijk als saai.  

 

Nu moeten we dus alleen nog een handige 𝑎 vinden, waarbij voor 𝑛 = 16 geldt dat 𝑛 ∙ 𝑎 voor 

het eerst deelbaar is door 16. Daarom zou 𝑎 = 4 bijvoorbeeld niet voldoen, omdat voor 𝑛 =

4 dan ook al geldt dat 𝑛 ∙ 𝑎 deelbaar is door 16. De getallen 3, 5 en 7 zijn wel geschikt voor 

𝑎, omdat er geen getal 𝑛 kleiner dan 16 is, waarvoor geldt dat 𝑛 ∙ 3, 𝑛 ∙ 5 of 𝑛 ∙ 7 deelbaar is 

door 16. We kiezen voor 𝑎 = 5, omdat dit een aantal verschillende intervallen geeft en ook 

niet een al te groot interval is. Onze functie wordt dus 𝑓(𝑡) = 5𝑡. Omdat we graag met de 

tonica2 willen beginnen zetten we er nog −4 achter. Dan is 𝑓(1) namelijk gelijk aan 1. Onze 

functie wordt dus 𝑓(𝑡) = 5𝑡 − 4. In de volgende tabel staat de reeks noten die we halen uit 

deze functie met de basismethode. 

 

  

                                                
2 De eerste toon uit een toonladder. In de muziekwereld wordt het als vanzelfsprekend beschouwd 
om met de tonica te beginnen dus doen we dat ook.  
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Tabel 7 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

𝑓(𝑡)  =  5𝑡 − 4 1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 1 6 11 0 5 10 15 4 9 14 3 8 13 2 7 12 1 

Noot B G E 𝄽 Fis Fis 𝄽 E G B D A Cis Cis A D B 

 

Je ziet dat het restgetal na deling en het melodietje zich na 16 keer herhaalt. Dit melodietje 

(zie partituur 2 in bijlage 2 en beluister geluidsfragment 2 in het audiobestand) vinden we 

best leuk. We kunnen dus concluderen dat het mogelijk is om uit een lineaire functie een 

leuk melodietje te halen. Echter moeten we ook concluderen dat de mogelijkheden vrij 

beperkt zijn, omdat het melodietje afkomstig uit een lineaire functie zich vanwege de aard 

van een functie snel gaat herhalen.  

 

We willen nog iets proberen met de lineaire functie 𝑓(𝑡)  =  5𝑡 −  4. Wij gaan proberen een 

melodie te maken zonder grenzen van een toonladder. We gaan dit keer gebruik maken van 

modulus 12. Omdat 12 de kleinste 𝑛 is, waarvoor geldt dat 𝑛 ∙ 5 deelbaar is door 12, zal dit 

melodietje zich na 12 keer gaan herhalen. Dit komt precies overeen met 4 maten in een 

driekwartsmaat. Om aan elk mogelijk restgetal een noot toe te voegen, kunnen we dus geen 

gebruik maken van een toonladder, omdat deze maar uit 7 tonen bestaat. We gebruiken dus 

alle mogelijke noten. De verdeling ziet er dan als volgt uit: 

 

Tabel 8 

Noot As A Bes B C Des D Es E F Ges G 

Modulusgetal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

 

Nu bepalen we weer het melodietje aan de hand van de basismethode: 

 

Tabel 9 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

𝑓(𝑡) = 5𝑡 − 4 1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 12 1 6 11 4 9 2 7 0 5 10 3 8 1 

Noot A D G C F Bes Es As Des Ges B E A 

 

Het melodietje (zie partituur 3 in bijlage 2 en beluister audiofragment 3 in het audiobestand), 

dat we hieruit krijgen, vinden we niet leuk. Dit is dus een mislukte poging. Echter vinden we, 

als we de 8ste noot van een Bes veranderen in een A, de eerste 8 noten van dit melodietje 

wel leuk (zie partituur 4 in bijlage 2 en beluister audiofragment 4 in het audiobestand). 

Hiermee willen we aangeven dat zelfs als vanuit de wiskunde een niet perfect melodietje 

volgt je het als inspiratie toch nuttig kan zijn.   
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ii. Tweedegraadsfuncties 

We gaan nu eens kijken of we tweedegraadsfuncties kunnen gebruiken voor het 

componeren van melodieën. Laten we beginnen met de meest eenvoudige 

tweedegraadsfunctie die we kennen, 𝑓(𝑡) = 𝑡2. We gaan hier een melodie uit halen met de 

door ons beschreven basismethode, waarbij we toonladder A mineur gebruiken. De 

verdeling van de noten over de modulusgetallen is als in tabel 10. 

 

Tabel 10 

Noot 𝄽 A B C D E F G 

Mod.-getal 𝑑 0 1 2 3 4 5 6 7 

 

Tabel 11 

𝑡* 1 2 3 4 5 6 7 8 etc. 

𝑓(𝑡) = 𝑡2 1 4 9 16 25 36 49 64 etc. 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8 1 4 1 0 1 4 1 0 etc. 

Noot A D A 𝄽 A D A 𝄽 etc. 

*Deze getallen duiden wij in het vervolg soms ook aan met 𝑛, die staat voor de positie ervan 

in de reeks van 𝑡. 

 

Nu volgt een kleine uitweiding. We willen even het volgende proberen. We gaan een functie 

schrijven met domeinen. Hij ziet er als volgt uit: 

𝑓(𝑡)  =  𝑡2 voor 𝑡 ≤ 8, voor 16 < 𝑡 ≤  24 en voor 28 < 𝑡 ≤ 32 en 

𝑓(𝑡)  =  𝑡2 + 3 voor 8 < 𝑡 ≤ 16 en voor 24 < 𝑡 ≤  28. 

 

De toonreeks die we hieruit krijgen laten we zichzelf herhalen. We passen hier de 

basismethode op toe om weer een notenreeks te krijgen. Hoe dit werkt voor de eerste vier 

maten, hebben we in de onderstaande tabel weergegeven. 

 

Tabel 12 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

𝑓(𝑡) 1 4 9 16 25 36 49 64 84 103 124 147 172 199 228 259 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8 1 4 1 0 1 4 1 0 4 7 4 3 4 7 4 3 

Noot A D A 𝄽 A D A 𝄽 D G D C D G D C 
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De volledige notenreeks is zo: ADA 𝄽| ADA 𝄽| DGDC| DGDC| ADA 𝄽| ADA 𝄽| DGDC| ADA 𝄽 

(zie partituur 5 in bijlage 2 en luister audiofragment 5 in het audiobestand). 

Dit vinden we een leuk melodietje. We concluderen hieruit dat we door gebruik te maken van 

domeinen ook leuke melodietjes kunnen maken uit functies die zichzelf snel herhalen zoals 

de functie 𝑓(𝑡)  =  𝑡2. Zo kun je dus met toepassen van domeinen ook wiskunde gebruiken 

om melodieën te maken.  

 

Wij eindigen de digressie en pakken terug op de zeer opvallende herhaling, die bij de functie 

𝑓(𝑡) = 𝑡2 optreedt. Zoals we hebben gezien in tabel 11, treedt er na 4 tonen herhaling op. 

Als we tweedegraadsfuncties willen gebruiken voor het maken van leuke melodietjes waarin 

minder snel herhaling optreedt moeten we zien te begrijpen wanneer er herhaling optreedt 

en deze kunnen voorspellen. Onze aanpak is als volgt. Het is logisch dat een toon 

terugkomt, als een restgetal na deling terugkomt. Aan elk restgetal na deling is in onze 

basismethode namelijk één noot gekoppeld. Een getal na deling komt, net zoals in het stuk 

over lineaire functies, terug, als bij dat getal een ander getal (bijvoorbeeld 𝑦) is opgeteld 

waarvoor geldt dat 𝑦 𝑚𝑜𝑑 𝑑 = 0. Als je dus de functie 𝑓(𝑡) = 𝑡2 neemt, komt het eerste 

restgetal (namelijk 1) terug als 𝑡2 − 1 deelbaar is door de deler, 8 in ons voorbeeld. De term 

𝑡2 − 1 is namelijk het getal, dat er bij de eerste functiewaarde 1 is opgeteld om de 

functiewaarde f(t) te krijgen. In tabel 11 zie je ook, dat op positie 𝑡 = 3 het restgetal na 

deling 1 voor het eerst terug komt. 32 − 1 = 8  is namelijk deelbaar door 8.  Echter betekent 

dit niet per se, dat de hele melodie zich dan ook gaat herhalen. In tabel 11 is dit bijvoorbeeld 

ook niet het geval. Na het modulusgetal 1 op 𝑡 = 3 komt op 𝑡 = 4 namelijk modulusgetal 0 

en niet 4 zoals na modulusgetal 1 op 𝑡 = 1. Daarvoor is kennelijk nog wat anders nodig.  

 

Om dat andere te kunnen begrijpen moeten we eerst begrijpen wat het verband is tussen de 

reeks kwadraten die volgt uit de functie 𝑓(𝑡) = 𝑡2.  We hebben het volgende gevonden. Bij 

de standaard kwadratische functie 𝑓(𝑡) = 𝑡2 neemt 𝑓(𝑡) (als je 𝑡 met stapjes van 1 laat 

toenemen) elke stap met het (vanaf 1) volgende oneven getal toe. Kijk maar in de volgende 

tabel: 

 

Tabel 13 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 

𝑓(𝑡) = 𝑡2 1 4 9 16 25 36 49 

s* +1 +3 +5 +7 +9 +11 +13 

*toename van 𝑓(𝑡) ten opzichte van 𝑓(𝑡 − 1) 
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We noemen, zoals eerder vermeld, 𝑛 de positie in de reeks van de kwadraten. We kunnen 

afleiden, dat het getal dat bij 𝑓(𝑛) opgeteld moet worden om 𝑓(𝑛 + 1) te krijgen, gelijk is aan 

1 + (𝑛 − 1) ∙ 2. Dit is namelijk de reeks van alle positieve oneven getallen.  Als je bij een 

oneven getal 2 optelt, krijg je het volgende oneven getal in de reeks oneven getallen. Om 

𝑓(1) te krijgen, moeten we dus 1 + (1 − 1) ∙ 2 = 1 toevoegen. 0+1 = 1 en dat is inderdaad 

𝑆1. Om 𝑓(2) te krijgen, moeten we 1 + (2 − 1) ∙ 2 = 3 toevoegen aan 𝑓(1). 1 + 3 = 4, dus 

ook dit klopt.  Dit betekent dus dat het getal, dat bij 𝑓(𝑛 − 1) opgeteld moest worden om 

𝑓(𝑛) te krijgen, 2 kleiner is dan het getal, dat je bij 𝑓(𝑛) moet optellen om 𝑓(𝑛 + 1)te krijgen. 

Als je bij een oneven getal 2 optelt, krijg je namelijk het volgende oneven getal in de reeks 

oneven getallen. Bij deze kwadratische functies is dus niet, zoals bij lineaire functies, de 

toename zelf constant, maar de toename van de toename. 

 

Nu pakken we tabel 11 er weer bij. We hadden net geconcludeerd, dat alleen het 

terugkomen van het eerste modulusgetal 1 niet per se betekende, dat de hele reeks zich 

vanaf dan ging herhalen zoals te zien was in tabel 11. Met in ons hoofd het net afgeleide 

gegeven, dat de toename van de toename constant is, kunnen we nu het volgende stellen:  

 

De reeks gaat zich voor het eerst herhalen vanaf positie 𝑛, als 𝑛2 − 1 deelbaar is door de 

deler, en als daarbij ook het getal (dat opgeteld moet worden bij 𝑓(𝑛) om 𝑓(𝑛 + 1) te krijgen) 

gedeeld door de deler hetzelfde restgetal oplevert als het getal, dat bij 𝑓(1) moet worden 

opgeteld om 𝑓(2) te krijgen.  

 

In het voorbeeld uit tabel 11 is dat zo op de 5e positie. Het restgetal na deling 1 is weer 

gelijk aan het eerste restgetal en het getal, dat er bij opgeteld moet worden om 𝑓(6) te 

krijgen (namelijk 11), levert rest 3 op als je het deelt door 8. Deze regel is ook logisch. In het 

begin vanaf 𝑓(1) is het namelijk zo dat alleen de toename van de toename bepaalt welke 

restgetallen na deling voorkomen. Als je observeert, dat het restgetal na deling van 𝑓(𝑛 + 1) 

weer gelijk is aan het restgetal na deling van 𝑓(2), dan weet je dat weer alleen die toename 

van de toename voor deze verandering van het modulusgetal heeft gezorgd en dat de rest 

van de toename blijkbaar deelbaar is door het getal waardoor je deelt. Aangezien de 

toename van de toename (die zorgt voor de verandering in het modulusgetal) hier constant 

is gaat de hele reeks met modulusgetallen zich dus herhalen.  

 

We begrijpen nu wanneer een toonreeks verkregen uit een kwadratische reeks zich gaat 

herhalen. We kunnen ook voorspellen, wanneer deze zich gaat herhalen, door te kijken naar 

voor welke positie 𝑛 voor het eerst geldt, dat 𝑛2 − 1 deelbaar is door de deler, en waarvoor 

ook geldt dat 𝑓(𝑛 + 1) 𝑚𝑜𝑑 𝑑 gelijk is aan 𝑓(2) 𝑚𝑜𝑑 𝑑. Wat ons enorm opvalt bij al onze 

pogingen, is dat dit telkens het geval is op 2 posities na de positie van 𝑛, waarvoor geldt dat  

𝑛2 − 1 voor het eerst deelbaar is door 𝑑. Zie bijvoorbeeld ook het voorbeeld in tabel 11. We 

begrijpen helaas niet helemaal waarom deze regelmatigheid zich voordoet (dus als je als 

lezer een idee hebt horen we dat graag) maar het kan onze zoektocht naar wanneer een 

melodie zich gaat herhalen flink versnellen. We kunnen nu zeer gericht zoeken naar de 

eerste positie 𝑛 in de reeks die voldoet aan onze voorwaardes voor het optreden van 

herhaling.  
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Ook van functies van de vorm 𝑓(𝑡)  =  𝑎𝑡2 kunnen we voorspellen, wanneer deze zich gaan 

herhalen. Dit werkt exact hetzelfde, alleen is het getal, dat bij  𝑓(1) opgeteld is om 𝑓(𝑡) te 

krijgen, nu niet 𝑡2 − 1 maar 𝑎𝑡2 − 𝑎  ofwel 𝑓(𝑡)  −  𝑎. Wat er dus eigenlijk aan de hand is, is 

dat we er geen rekening mee hebben gehouden in onze stellingen, aangezien we tot nu toe 

alleen met de functie 𝑓(𝑡) = 𝑡2 gewerkt hebben zonder factor 𝑎 ervoor. De algemene stelling 

voor elke kwadratische functie van de vorm 𝑓(𝑡)  =  𝑎𝑡2  +  𝑏 luidt dus, dat de reeks met 

restgetallen na deling door een deler 𝑑 zich herhaalt, zodra 𝑎𝑡2 − 𝑎 deelbaar is door 𝑑 en 

daarbij ook geldt dat  𝑓(𝑡 + 1) 𝑚𝑜𝑑 𝑑 = 𝑓(2) 𝑚𝑜𝑑 𝑑. 

 

Nu kunnen we voorspellen, wanneer een toonreeks afkomstig uit een kwadratische functie 

zich herhaalt en kunnen we op zoek naar een functie die een leuk melodietje geeft, dat zich 

niet te snel herhaalt.   

 

Waar we op stuiten, is dat de factor 𝑎 voor een functie van de vorm 𝑓(𝑡)  =  𝑎𝑡2  +  𝑏 volgens 

onze afgeleide regel geen invloed heeft op het moment waarop de modulusgetallen en dus 

het melodietje zich gaan herhalen. Zo herhaalt de functie 𝑓(𝑡)  =  𝑡2, waarbij je steeds 

modulus 8 neemt, zich na 4 keer, want 𝑡2 − 1 is voor het deelbaar door 8 op positie 𝑡 = 5 en 

𝑓(6) 𝑚𝑜𝑑 8 = 𝑓(2) 𝑚𝑜𝑑 8 = 4. Ook de functie 𝑓(𝑡)  =  2𝑡2 gaat zich herhalen na 4 keer, 

omdat 2𝑡2 − 2 deelbaar is door 8 op positie 𝑡 = 5 en 𝑓(6) 𝑚𝑜𝑑 8 = 𝑓(2) 𝑚𝑜𝑑 8 = 4. De extra 

factor 2 maakt dus niet uit voor de herhaling. Wat er wel voor uitmaakt, is de gekozen deler 

𝑑, in dit geval 8. Het probleem hiermee is dat we, gegeven het feit dat we toonladders 

gebruiken, maar een bepaald aantal mogelijkheden hebben als delers. We kunnen namelijk 

wel door 5 gaan delen, alleen hebben we dan slechts 5 noten die we een mogelijk restgetal 

na deling toe kunnen kennen en waarmee we dus muziek kunnen maken, terwijl we met alle 

noten muziek willen kunnen maken. De deler 𝑑 moet dus een veelvoud zijn van 8, omdat we 

dan elke noot evenveel restgetallen na deling toe kunnen kennen, en alle noten dus even 

vaak in onze melodie naar voren kunnen komen. De enige deler die we dan zouden kunnen 

gebruiken, om een melodie te creëren, die zich pas na 16 tonen herhaalt, is 32. 𝑡2 − 1 gaat 

zich volgens onze regel namelijk voor het eerst herhalen op positie 𝑡 = 17 (ga maar na). We 

moeten nu dus op een of andere manier 32 mogelijke restgetallen na deling zien te verdelen 

over 8 noten. We doen dit zoals is aangegeven in tabel 14. 

 

Tabel 14 

𝄽 A B C D E F G 

0 1 2 3 4 5 6 7 

15 14 13 12 11 10 9 8 

23 22 21 20 19 18 17 16 

24 25 26 27 28 29 30 31 
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We kiezen voor deze systematische indeling, omdat het volgende probleem zich anders 

voordoet. Door een te regelmatige verdeling van de cijfers herhaalt het patroon in noten zich 

al eerder dan het patroon in restgetallen na deling. Door deze aangepaste indeling 

voorkomen we dat probleem maar behouden we de regelmaat in de door ons gecreëerde 

muziek. Nu gaan we zoals te zien is in tabel 15 onze melodie creëren volgens de 

basismethode. 

 

Tabel 15 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

𝑓(𝑡)  =  𝑡2 1 4 9 16 25 36 49 64 81 10
0 

12
1 

14
4 

16
9 

19
6 

22
5 

25
6 

28
9 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 32 1 4 9 16 25 4 17 0 17 4 25 16 9 4 1 0 1 

Noot A D F G A D F 𝄽 F D A G F D A 𝄽 A 

 

Dit is dus een melodie (zie partituur 6 op bijlage 2 en hoor audiofragment 6 in het 

audiobestand), die we hebben weten te maken uit een kwadratische functie, die zich pas na 

16 tonen gaat herhalen. We beoordelen dit als een best leuk melodietje.  

 

We hebben nu gekeken naar kwadratische functies van de vorm van 𝑓(𝑡)  =  𝑎𝑡2  +  𝑏. Er 

zijn ook kwadratische functies van de vorm 𝑓(𝑡)  =  𝑎𝑡2  +  𝑏𝑡 + 𝑐. Je kan een dergelijke 

functie beschouwen als bestaande uit een kwadratisch deel (de component 𝑎𝑡2) en een 

lineair deel (de component 𝑏𝑡 + 𝑐). Van deze losse delen weten we ondertussen, wanneer 

zij zich gaan herhalen. Het geheel gaat zich dus herhalen wanneer dat deel, dat zich het 

laatst herhaalt, weer terugkomt op hetzelfde modulusgetal. We beschouwen nu de functie 

𝑓(𝑡) = 𝑡2 + 5𝑡 − 5 en kiezen 𝑑 = 16. We weten dat het kwadratische deel zich gaat herhalen 

vanaf 𝑡 = 9 en dat het lineaire deel zich gaat herhalen vanaf 𝑡 = 17, omdat 16 het kleinste 

getal is waarvoor geldt dat 16 ∙ 5 deelbaar is door 16. Het geheel gaat zich dus na 16 keer 

herhalen. We halen nu in de volgende tabel via de basismethode een melodie uit deze 

functie, uitgaande van de verdeling van de mogelijke restgetallen na deling over de noten uit 

toonladder B mineur, zoals in tabel 6. 

 

 

 

Tabel 16 

waarde t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

𝑓(𝑡)  =  𝑡2 + 5𝑡 − 5 1 9 19 31 45 61 79 99 12
1 

14
5 

17
1 

19
9 

22
9 

26
1 

29
5 

33
1 

36
9 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 1 9 3 15 13 13 15 3 9 1 11 7 5 5 7 11 1 

Noot B G D 𝄽 Ci
s 

Ci
s 

𝄽 D G B E A Fi
s 

Fi
s 

A E B 
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Dit melodietje (zie partituur 7 op bijlage 2 en hoor audiofragment 7 in het audiobestand), dat 

we dus ook hebben verkregen uit een kwadratische vergelijking, beschouwen we als ook wel 

oké. Wat ons opvalt, is dat het sterk lijkt op de melodie van partituur en audiofragment 2, die 

verkregen waren uit de functie van 𝑓(𝑡) = 5𝑡 − 4. Deze functie komt overeen met het lineaire 

deel uit de functie, waaruit deze nieuwe melodie is gehaald. Blijkbaar is het lineaire deel vrij 

dominant in deze functie.  

 

We kunnen concluderen dat we ook aan de hand van tweedegraadsfuncties leuke 

melodieën kunnen maken. Net als voor lineaire functies geldt wel, dat je goed door moet 

hebben, wanneer de modulusgetallen van de functie zich gaan herhalen om een leuk 

melodietje te krijgen. 

iii. Derdegraadsfuncties 

We gaan nu proberen om vanuit een derdegraadsfunctie een leuk melodietje te krijgen. Dit 

doen we uiteraard met behulp van onze basismethode. Laten we beginnen met de meest 

eenvoudige derdegraadsfunctie die we kennen: 𝑓(𝑡) = 𝑡3. We gebruiken de basismethode 

om een melodie te krijgen. Hierbij gebruiken we toonladder A-mineur, waarin we de 

mogelijke restgetallen na deling door 8 als volgt verdelen over deze noten.  

 

Tabel 17 

𝄽 A B C D E F G 

0 1 2 3 4 5 6 7 

 

In de volgende tabel staat hoe we deze tonenreeks verkrijgen: 

 

Tabel 18 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑓(𝑡) = 𝑡3 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8 1 0 3 0 5 0 7 0 1 0 

Noot A 𝄽 C 𝄽 E 𝄽 G 𝄽 A 𝄽 

Ten eerste is dit een zeer saai melodietje. Ten tweede valt gelijk op, dat er na de achtste 

toon herhaling optreedt. Om een leuker melodietje te krijgen willen we zoals eerder gezegd 

pas herhaling na 4 maten, dus 16 tonen. We zijn daarom benieuwd of we een 

derdegraadsfunctie ook kunnen gebruiken om een melodietje te maken, dat zich pas na 16 

tonen herhaalt.  
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We kunnen stellen dat een restgetal na deling terugkomt, wanneer er een getal bij op is 

geteld dat een veelvoud is van de deler (in ons laatste voorbeeld dus 8). Bij onze 

derdegraadsfunctie 𝑓(𝑡) = 𝑡3 gaat het eerste restgetal na deling 1 zich dus herhalen als 

 𝑡3 − 1 deelbaar is door 8. 𝑡3 − 1 is namelijk het getal dat bij het oorspronkelijke getal 

𝑓(1) = 1  is opgeteld. De vraag is nu of het melodietje zelf zich óók gaat herhalen, zodra het 

eerste restgetal na deling terugkomt. In ons voorbeeld uit tabel 18 lijkt dit wel zo maar dat 

garandeert natuurlijk niet, dat dit altijd zo is. We gaan nu kijken of we dit kunnen aantonen. 

 

Om dit te doen gaan we, net zoals bij de lineaire en de kwadratische functies, proberen te 

bepalen welk getal bij 𝑓(𝑛) uit de reeks 𝑓(𝑡) = 𝑡3 opgeteld moet worden om 𝑓(𝑛 + 1) te 

krijgen. We zoeken naar een verband tussen de stapjes tussen de verschillende 

functiewaarden. In de volgende tabel zetten we eens een aantal van die getallen neer.  

 

Tabel 19 

𝑡 0 1 2 3 4 5 6 7 

𝑓(𝑡) = 𝑡3 0 1 8 27 64 125 216 343 

𝑧* 1 7 19 37 61 91 127 169 

*𝑧 = 𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛) 

 

Op het eerste oog lijkt er geen verband te zijn tussen de getallen in de reeks van 𝑧. Wat wel 

opvalt, is dat het allemaal oneven getallen zijn. Dit is logisch omdat de functiewaarden uit de 

reeks 𝑓(𝑡) = 𝑡3 afwisselend even en oneven zijn. Dit natuurlijk omdat 𝑡, die met stapjes van 

1 omhoog gaat, ook afwisselend even en oneven is (ofwel 𝑜𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 × 𝑜𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 × 𝑜𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 =

𝑜𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 ofwel 𝑒𝑣𝑒𝑛 × 𝑒𝑣𝑒𝑛 × 𝑒𝑣𝑒𝑛 = 𝑒𝑣𝑒𝑛). Het verschil tussen een even en een oneven 

getal is altijd oneven. Laten we dus eens kijken naar welke getallen uit de reeks van alle 

oneven getallen ook in de reeks van 𝑧 zitten. Hiervoor bedenken we dat de reeks met alle 

oneven getallen, zoals eerder gezegd, te schrijven is in de vorm van 𝑔 = 1 + (𝑥 − 1) ∙ 2 

oftewel 𝑔 =  2𝑥 − 1. De reeks van alle positieve oneven getallen ziet er als volgt uit: 

 

Tabel 20 

𝑥 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

𝑔 = 2𝑥 − 1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 

 

Nu gaan we kijken welke getallen uit de reeks met oneven getallen (𝑔) ook in de reeks van 𝑧 

voorkomen. De getallen, die daarin voorkomen, hebben de volgende posities van 𝑥 in de 

reeks 𝑔 van alle oneven getallen: 

 

Tabel 21 

𝑧 1 7 19 37 61 91 127 169 

𝑝* 1 4 10 19 31 46 64 85 

*𝑝 = de 𝑥-positie van getallen uit de reeks 𝑧 in de reeks 𝑔 
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Dit betekent dus dat je het eerste getal uit 𝑔 moet toevoegen, om op het eerste getal uit de 

reeks van 𝑓(𝑡) in tabel 19 te komen. Om bij 𝑓(2) te komen, moet je het vierde getal uit 𝑔 

toevoegen et cetera. Als we nu een functie voor de getallen uit 𝑝 in tabel 21 kunnen 

schrijven en deze dan voor 𝑥 substitueren in de reeks 𝑔 = 2𝑥 − 1, kunnen we dus op elke 

positie 𝑛 in de reeks van 𝑓(𝑡) bepalen, welk getal er bij 𝑓(𝑛) opgeteld moet worden om 

𝑓(𝑛 + 1) te krijgen. We gaan dus op zoek naar een functie die 𝑝 beschrijft.  

 

Als we kijken naar dat verschil tussen 𝑝𝑛+1 en 𝑝𝑛, valt ons iets op: 

 

Tabel 22 

𝑝 1 4 10 19 31 46 64 85 

𝑞* 3 6 9 12 15 18 21 etc 

*𝑞 = 𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛 

 

De reeks van 𝑞 bestaat volledig uit de tafel van 3. Dit kunnen we misschien gebruiken om 

een functie voor de getallen uit 𝑝 te vinden. Aangezien 𝑝 met 1 begint en vervolgens dus 

alleen maar veelvouden van 3 erbij optelt, zijn alle getallen uit 𝑝 een veelvoud van 3 met 

daarbij 1 opgeteld. Als we nu van alle waardes uit 𝑝 1 aftrekken, houden we dus alleen de 

veelvouden van 3 over. 

 

Tabel 23 

𝑝 1 4 10 19 31 46 64 85 

𝑟* 0 3 9 18 30 45 63 84 

*𝑟 = 𝑝 − 1 

 

Nu kijken we hoe vaak 3 in de getallen uit 𝑟 past.  

 

Tabel 24 

𝑟  0 3 9 18 30 45 63 84 

𝑚* 0 1 3 6 10 15 21 28 

*𝑚 =
𝑟

3
 

 

Nu valt ons iets heel bijzonders op. De stapjes, die tussen alle waardes van reeks 𝑚 zitten, 

zien er als volgt uit. 

 

Tabel 25 

𝑚 0 1 3 6 10 15 21 28 

𝑠*  1 2 3 4 5 6 7 etc. 

*𝑠 = 𝑚𝑛+1 − 𝑚𝑛 
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Met al deze ontdekte reeksen en verbanden kunnen we nu een functie opstellen voor de 

waardes van 𝑝 uit tabel 21, 22 en 23. Hiervoor moeten we wel even een nieuw begrip 

introduceren, dat enigszins lijkt op de faculteit. De faculteit van 4 wordt zoals bekend 

gedefiniëerd als 4! = 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 24. We gebruiken niet de faculteit maar de sommatie. De 

officiële wiskundige notatie van de sommatie is als volgt: ∑ 𝑖4
𝑖=0 = 4 + 3 + 2 + 1 + 0. Voor de 

eenvoud gebruiken we de notatie 4? = 4 + 3 + 2 + 1 + 0. 

 

Nu we dit begrip kennen, kunnen we ook de door ons gevonden functie voor de getallen van 

𝑝 begrijpen. We hebben als functie voor 𝑝 gevonden 𝑝 = ((𝑢 − 1)? ) ∙ 3 + 1, met u is de 

positie in de reeks p. 

 

Dit betekent dus dat de getallen uit 𝑔 (tabel 20) op posities 𝑝 de stapjes 𝑧 (tabel 19) geven, 

die in de reeks 𝑓(𝑡) = 𝑡3 (tabel 19) gezet moeten worden om van 𝑓(𝑛) naar 𝑓(𝑛 + 1) te 

komen. De getallen uit 𝑝 zijn dus de posities in 𝑔 die ertoe doen. We kunnen nu dus de 

functie van 𝑝 substitueren voor 𝑥 in 𝑔 = 2𝑥 − 1 om de functie voor 𝑧 uit tabel 19 te krijgen. 

We krijgen dan 𝑧 = 2(((𝑢 − 1)? ) ⋅ 3 + 1) − 1 =  2(((𝑢 − 1)? ) ⋅ 3) + 1 =  6((𝑢 − 1)? ) + 1. 

 

Aangezien 𝑢 net als 𝑛 de positie in de reeks weergeeft, kunnen we 𝑢 vervangen door 𝑛.  

 𝑧 = 6((𝑛 − 1)? ) + 1. Dit is dus de functie die het verschil tussen 𝑓(𝑛) en 𝑓(𝑛 − 1) weergeeft.  

Bijvoorbeeld moet er om 𝑓(3) vanuit 𝑓(2) te krijgen dus 6((3 − 1)? ) + 1 = 6(2? ) + 1 =

6(2 + 1) + 1 = 19 aan toegevoegd worden. Dit klopt met tabel 19. Om dan het verschil 

tussen 𝑓(𝑛) en 𝑓(𝑛 + 1) te krijgen, kun je met een simpele substitutie (𝑛 − 1 wordt 𝑛) de 

formule 𝑣 = 6(𝑛? ) + 1 gebruiken met v is het getal dat bij 𝑓(𝑛) opgeteld moet worden om 

𝑓(𝑛 + 1) te krijgen. Bijvoorbeeld moet je dus vanaf 𝑓(4) 𝑣 = 6(4? ) + 1 = 6(4 + 3 + 2 + 1) +

1 =  61 toevoegen om 𝑓(5) te krijgen. Dit klopt ook met tabel 19.  

 

Nu weten we welke stappen er gezet worden in de reeks van de derdegraadsfunctie 𝑓(𝑡) =

𝑡3 om van de ene functiewaarde naar de volgende te komen. We moeten dus proberen te 

voorspellen wanneer de reeks met restgetallen na deling zich gaat herhalen. Uit de functie 

𝑣 = 6(𝑛? ) + 1 volgt dat elk volgend stapje 6(𝑛 + 1) groter is. Dit omdat er bij de 𝑛? als het 

ware 𝑛 + 1 bij komt, dat dus ook nog wordt vermenigvuldigd met 6. Dit klopt ook met tabel 

19. Bijvoorbeeld is het stapje vanaf 𝑓(3) dus 6(3 + 1) = 24 kleiner dan vanaf 𝑓(4). Volgens 

tabel 19 klopt dit want 61 − 37 = 24. Elk volgend stapje is dus 6𝑛 + 6 groter dan het vorige.  

 

Uit dit gegeven kunnen we voorspellen, wanneer een derdegraadsfunctie van de vorm 

𝑓(𝑡) = 𝑡3 + 𝑏 zich gaat herhalen. Dit is echter moeilijker dan bij een kwadratische functie, 

omdat de toename van de stapgrootte tussen de verschillende functiewaardes, oftewel de 

toename van de toename, nu niet constant is. Toen was dat namelijk steeds 2 (zie hoofdstuk 

over kwadratische functies). Nu is de toename niet constant maar neemt deze toe met 𝑛 

volgens 6𝑛 + 6. Echter, aangezien 6𝑛 + 6 lineair is, kunnen we wel concluderen dat de 

toename van de toename van stapgrootte (oftewel de toename van de toename van de 

toename) constant is, namelijk 6. Dit klopt ook: als je de toename van 𝑧 in tabel 19 

beschouwt zie je dat deze eerst 6, dan 12, dan 18 is en ga zo maar door. De toename van 

de toename van de stapgrootte is dus constant 6. Dit wetend kunnen we alsnog voorspellen 

wanneer de reeks met restgetallen na deling zich gaat herhalen.  
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De volgende regel geldt: Als 𝑛3 − 1 een geheel getal oplevert, wanneer je het deelt door de 

deler 𝑑, en als 𝑓(𝑛 + 1) 𝑚𝑜𝑑 𝑑 = 𝑓(2)  𝑚𝑜𝑑 𝑑, dan herhaalt de reeks met modulusgetallen 

zich vanaf positie n. 

 

Deze regel geldt, omdat de toename van de toename van de stapgrootte constant is. Als 

namelijk 𝑛3 − 1 deelbaar is door de deler, dan is het restgetal na deling van 𝑓(𝑛) gelijk aan 

het eerste restgetal na deling op 𝑓(1). Als daarna het restgetal na deling van 𝑓(𝑛 + 1) gelijk 

is aan het restgetal na deling van 𝑓(2), betekent dat, dat beide zijn toegenomen met een 

getal met hetzelfde modulusgetal. Dit betekent dat de toename van de toename van de 

stapgrootte dan de verandering in het modulusgetal bepaalt, omdat de rest van de toename 

blijkbaar deelbaar is door 𝑑. Vervolgens, aangezien de toename van de toename van de 

stapgrootte constant is, neemt ook het restgetal na deling van beide getallen gelijk toe en 

herhaalt de reeks van restgetallen na deling zich dus.  

 

Nu kunnen we voorspellen wanneer een functie zich gaat herhalen. We kunnen dus op zoek 

naar een werkende functie. 

 

Uit de door ons afgeleide regels blijkt dat 𝑓(𝑡)  =  𝑡3 met modulus 16 een melodie geeft die 

zich na 16 keer herhaalt. Namelijk 173 − 1 = 4912 en 4912/16 = 307 dus 𝑡3 − 1 is deelbaar 

door 16 en 183 𝑚𝑜𝑑 16 = 23 𝑚𝑜𝑑 16 = 8 . We gaan dus aan de hand van de basismethode 

een melodie creëren door middel van deze functie. We gebruiken daarvoor de toonladder F 

majeur, zoals weergegeven in de volgende tabel. 

 

Tabel 26 

𝄽 F G A Bes C D E 

0 1 2 3 4 5 6 7 

15 14 13 12 11 10 9 8 

 

Tabel 27 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

𝑓(𝑡)  =  𝑡3 1 8 27 64 12
5 

21
6 

34
3 

51
2 

72
9 

10
00 

13
31 

17
28 

21
97 

27
44 

33
75 

4096 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 1 8 11 0 13 8 7 0 9 8 3 0 5 8 15 0 

Noot F E Be
s 

𝄽 G E E 𝄽 D E A 𝄽 C E 𝄽 𝄽 

 

Deze melodie (zie partituur 8 in bijlage 2 en hoor audiofragment 8 in het audiobestand) 

beschouwen we als best heel leuk.  
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We willen ook nog even proberen om een melodie te maken van een functie met daarin een 

derdegraads-component en een eerstegraads-component. We gebruiken de functie 

𝑓(𝑡)  =  𝑡3 + 3𝑡 –  3 met modulus 16. We weten dat het derdegraads-deel 𝑡3 zich na 16 keer 

gaat herhalen, zoals net is verklaard en ook het lineaire deel gaat zich na 16 keer herhalen, 

omdat voor 𝑛 = 16 voor het eerst geldt dat 3𝑛 deelbaar is door 16. We werken vanuit de 

toonladder, zoals ingedeeld in tabel 26.  

 

Tabel 28 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

𝑓(𝑡)
= 𝑡3 + 3𝑡 − 3 

1 11 33 73 13
7 

23
1 

36
1 

53
3 

75
3 

10
27 

13
61 

17
61 

22
33 

27
83 

34
17 

41
41 

49
61 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 1 11 1 9 9 7 9 5 1 3 1 1 9 15 9 13 1 

Noot F Be
s 

F D D E D C F A F F D 𝄽 D G F 

 

Ook deze melodie (zie partituur 9 in bijlage 2 en hoor audiofragment 9 in het audiobestand) 

vinden we best leuk.  

 

Als laatste willen we even proberen iets anders te doen met de verdeling van de mogelijke 

restgetallen na deling over de noten uit de toonladder. Nu hebben we deze als we er 16 

moesten verdelen omdat we mod 16 namen steeds verdeeld zoals in tabel 26, heen en 

weer. Nu verdelen we ze eens als volgt, terwijl we de toonladder van A mineur gebruiken: 

 

Tabel 29 

𝄽 A B C D E F G 

0 2 4 6 8 10 12 14 

1 3 5 7 9 11 13 15 

 

Nu krijgen we de volgende notenreeks: 

 

Tabel 30 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

𝑓(𝑡)  =  𝑡3 1 8 27 64 12
5 

21
6 

34
3 

51
2 

72
9 

10
00 

13
31 

17
28 

21
97 

27
44 

33
75 

4096 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 1 8 11 0 13 8 7 0 9 8 3 0 5 8 15 0 

Noot 𝄽 D E 𝄽 F D C 𝄽 D D A 𝄽 C D G 𝄽 
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Dit melodietje vinden we niet echt leuk. We laten hier wel mee zien dat je ook nog kan 

variëren met de systematische verdeling van de mogelijke restgetallen na deling over de 

noten in je toonladder.  

 

We concluderen dat we derdegraadsfuncties zeer goed kunnen gebruiken voor het maken 

van leuke melodieën. 

iv. Hogere machtsfuncties 

Als laatste bespreken machtsfuncties in het algemeen, zoals besproken in de hoofdstukken 

i, ii en iii. Bij al deze functies (eerste-, tweede- en derdegraads) hebben we gekeken naar de 

stappen die gezet moeten worden, oftewel de nodige toename, om van het ene getal in de 

reeks naar het volgende te komen. Het volgende valt ons op. Bij de eerstegraadsfuncties 

was die toename constant, bij de tweedegraadsfunctie was de toename van die toename 

constant en bij de derdegraadsfuncties was de toename van de toename van die toename 

constant.  

 

Om dit te verklaren halen we een ander onderdeel van de wiskunde erbij, namelijk 

differentiëren. Het differentiëren van een functie geeft de hellingsgrafiek, ofwel de toename 

op elke positie 𝑡. Als we een eerstegraadsfunctie 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏 differentiëren, krijgen we 

𝑓′(𝑡) = 𝑎. deze afgeleide is een constante dus is de toename bij lineaire functies constant, 

zoals we al hadden geconcludeerd. Als we een tweedegraadsvergelijking 

 𝑓(𝑡) = 𝑡2 differentiëren, krijgen we 𝑓′(𝑡) = 2𝑡. De toename is dus niet constant maar de 

toename van de toename, ofwel de tweede afgeleide 𝑓′′(𝑡) = 2 is wel constant.  

 

Op dezelfde manier kun je voor de derdegraadsfuncties bewijzen, dat de toename van de 

toename van de toename constant is en voor een vierdegraadsfunctie dat de toename van 

de toename van de toename van de toename constant is en ga zo maar door. Voor ons is 

dit interessant omdat we aan de hand hiervan een uitspraak kunnen doen over de herhaling 

van alle mogelijke machtsfuncties.  

 

Ten eerste kunnen we concluderen dat voor elke machtsfunctie van de vorm  

𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝 geldt dat het eerste modulusgetal (namelijk 1) terugkomt als 𝑡𝑝 − 1 deelbaar is 

door de deler. Ten tweede kunnen we nu stellen dat, als dit het geval is op 𝑓(𝑛) en het 

restgetal na deling van 𝑓(𝑛 + 1) gelijk is aan het restgetal na deling van 𝑓(2), dat dán de 

gehele reeks met restgetallen na deling zich gaat herhalen. Dit kunnen we concluderen, 

omdat de constante toename van de machtsfunctie van 𝑓(𝑛) naar 𝑓(𝑛 + 1) (eventueel dus 

de toename van de toename van de toename etc.), altijd voor een toename van het 

modulusgetal zorgt vanaf elke 𝑓(𝑡). Aangezien het modulusgetal dan van 𝑓(𝑛) naar 𝑓(𝑛 + 1) 

evenveel toeneemt als het modulusgetal van 𝑓(1) naar 𝑓(2) , kunnen we concluderen dat 

alleen die constante toename verantwoordelijk is voor de toename van het modulusgetal en 

dat de rest van de toename deelbaar is door de deler. Nu kunnen we dus van alle 

machtsfuncties voorspellen wanneer de reeks met restgetallen na deling zich gaat herhalen. 

We hoeven alleen te bepalen voor welke 𝑡𝑝 − 1 deelbaar is door de deler en of voor die t 

ook geldt dat 𝑓(𝑡 + 1) 𝑚𝑜𝑑 𝑑 =  𝑓(2) 𝑚𝑜𝑑 𝑑. 
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Ter afsluiting kunnen we machtsfuncties dus zeker gebruiken voor het componeren van 

muziek. We kunnen functies vinden, waarvan de restgetallen na deling zich pas na een 

groter aantal tonen herhaalt, wat dus leuke melodietjes op kan leveren. Er zijn oneindig veel 

machtfuncties en aangezien we over al die machtsfuncties iets weten, zouden we deze ook 

allemaal kunnen gebruiken, wat in theorie kan leiden tot oneindig veel verschillende 

melodieën. Ook kunnen we, door gebruik te maken van domeinen, in nog grotere mate 

bepalen wat voor een soort melodieën we krijgen, door tóch gebruik te maken van wiskunde. 

  

b. Exponentiële functies 

Een functiefamilie, die veel weg heeft van de machtsfuncties maar toch nét een tikje anders 

is, is die van de exponentiële functies van de vorm 𝑓(𝑡) = 𝑔𝑡, waarbij 𝑓 het grondgetal is. 

Een belangrijke eigenschap van exponentiële functies is dat de functiewaardes in 

toenemende mate stijgen bij een grondtal groter dan 1 en in afnemende mate bij een 

grondtal kleiner dan 1. Zoals ook bij alle voorgaande functiefamilies zullen we ons richten op 

het patroon van herhaling. We spitsen ons toe op exponentiële functies met een geheel 

getal als grondtal, zodat we hierbij de basismethode kunnen toepassen. Dit is waarom we 

zullen uitgaan van een functie met een grondtal groter dan 1 en niet kleiner. Bij grondtal 1, 

waarvan de functie equivalent is aan 𝑔(𝑡) = 1, zullen ook alle restgetallen na deling gelijk 

blijven. Hieruit zal dus überhaupt geen melodie komen als we de basismethode gebruiken. 

Als je nog verder kijkt, namelijk naar negatieve grondtallen, wordt het oppassen. Wanneer je 

ervan uitgaat, dat je te maken hebt met een continue functie, heb je te kampen met 

complexe getallen. Bij de functie 𝑓(𝑡) = (−1)𝑡 is het namelijk zo dat alle gehele getallen 𝑡 

een reële functiewaarde geven (afwisselend -1 en 1) maar alle waarden die daartussenin 

liggen leveren een imaginair getal op (want wat is bijvoorbeeld de wortel uit -1?). Om het 

simpel te houden zullen we ons dus richten op de functiefamilie 𝑓(𝑡) = 𝑔𝑡 met 𝑔 ≥ 2 en  

𝑔 een geheel getal. 

 

Herhalingspatroon van de reeks 

Laten we als eerste voorbeeld de functie 𝑓(𝑡) = 2𝑡 nemen en als toonladder bijvoorbeeld A 

majeur. Volgens de basismethode is de indeling daarvan dan als volgt: 

 

Tabel 31 

𝄽 A B Cis D E Fis Gis 

0 1 2 3 4 5 6 7 

15 14 13 12 11 10 9 8 

 

Om het herhalingspatroon te achterhalen, laten we eerst een tabel zien met daarin 

trapsgewijs toenemende waarden van 𝑡 en de bijbehorende waarden van 𝑓(𝑡) en daarnaast 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8. 
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Tabel 32 

𝑡 0 1 2 3 4 5 6 etc. 

𝑓(𝑡) = 2𝑡 1 2 4 8 16 32 64 etc. 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8 1 2 4 0 0 0 0 etc. 

Noot A B D 𝄽 𝄽 𝄽 𝄽 etc. 

 

Wat gelijk opvalt, is dat vanaf 𝑡 = 3 het modulusgetal 0 wordt. Dit is logisch, omdat  

𝑓(3) = 23 = 8 en vanaf 𝑡 = 3 zal elke volgende functiewaarde een veelvoud van 8 zijn, 

omdat voor het volgende getal uit de reeks steeds met 3 wordt vermenigvuldigd. Hierdoor is 

het restgetal na deling altijd 0 vanaf dat moment. De melodie wordt monotoon en valt bij 

deze verdeling zelfs geheel weg. Als we nu kijken naar een reeks met 𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16, krijgen 

we dit: 

 

Tabel 33 

𝑡 0 1 2 3 4 5 6 etc. 

𝑓(𝑡) = 2𝑡 1 2 4 8 16 32 64 etc. 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 1 2 4 8 0 0 0 etc. 

Noot A B D Gis 𝄽 𝄽 𝄽 etc. 

 

Hieruit concluderen we dus dat voor elke 𝑓(𝑡) = 𝑔𝑡 waarvan we modulus 𝑑 nemen, 𝑔𝑡 voor 

geen enkele gehele 𝑡 een veelvoud mag zijn van 𝑑. Dit omdat 𝑓(𝑡) dan vanaf een zeker punt 

altijd een veelvoud van 𝑑 zal blijven en het restgetal na deling door 𝑑 dan constant 0 wordt 

en onze melodie dan monotoon wordt.  

 

Laten we dus een andere functie nemen, zoals 𝑓(𝑡) = 3𝑡. 3𝑡 wordt namelijk voor geen 

enkele gehele 𝑡 een veelvoud van 8.  Dan zijn de resultaten al iets uiteenlopender, zoals 

blijkt uit de tabel hieronder. 

 

Tabel 34 

𝑡 0 1 2 3 4 5 etc. 

𝑓(𝑡) = 3𝑡 1 3 9 27 81 243 etc. 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 8 1 3 1 3 1 3 etc. 

Noot A Cis A Cis A Cis etc. 

 

Opvallend is dat het restgetal na deling zich na 2 keer al gaat herhalen. Dit levert een nogal 

saaie melodie op. We willen weer een functie vinden, waarvan het restgetal na deling zich 

minder snel herhaalt. Om deze functie te verkrijgen moeten we kunnen voorspellen wanneer 

de reeks met restgetallen na deling van een exponentiële functie zich gaat herhalen.  

 



 

29 

Als eerste kunnen we bewijzen dat de hele reeks van modulusgetallen zich gaat herhalen, 

zodra één modulusgetal terugkomt. Dit gaat als volgt. We stellen eerst dat elk getal 𝑌 

bestaat uit een deel 𝑃, dat deelbaar is door de deler 𝑑, en een deel 𝑄 dat niet deelbaar is 

door 𝑑. Hierbij stellen we ook dat 𝑃het grootst mogelijke veelvoud van 𝑑 is dat binnen 𝑌 past. 

Dit betekent dus dat 𝑄 het modulusgetal van 𝑌 is. Oftewel, 𝑌 = 𝑃 + 𝑄. Stel 𝑌 = 13 en 𝑑 = 8, 

dan is 𝑃 dus 8 (het grootst mogelijke veelvoud van 8 dat binnen 𝑌 past) en is 𝑄 gelijk aan 5, 

het modulusgetal.  

 

Nu stellen we dat 𝑓(𝑛 + 1) altijd 3 keer zo groot is als 𝑓(𝑛). Dit volgt triviaal uit de functie 

𝑓(𝑡) = 3𝑡. Elke keer als 𝑡 met 1 toeneemt, wordt 𝑓(𝑡) namelijk met een factor van 3 

vermenigvuldigd. Vervolgens gaan we kijken naar hoe het modulusgetal verandert van 𝑓(𝑛) 

naar 𝑓(𝑛 + 1).  Stel dat 𝑓(𝑛) = 𝑃 + 𝑄, dan geldt 𝑓(𝑛 + 1) = 3 ⋅ (𝑃 + 𝑄) = 3𝑃 + 3𝑄.  We 

weten dat 𝑃 een veelvoud is van 8, dus 3𝑃 is ook een veelvoud van 8. Dat levert 

modulusgetal 0 op. Q was geen veelvoud van 8, dus 3𝑄 is het nieuwe modulusgetal. In ons 

voorbeeld gold 𝑄 = 5 ⇒  3𝑄 = 15. Het modulusgetal van 𝑓(𝑛 + 1) is dan 15 𝑚𝑜𝑑 8 = 7. 

 

Wat we nu dus kunnen stellen, is dat het volgende modulusgetal van de functiewaarde 

𝑓(𝑛 + 1) te berekenen is, wanneer het modulusgetal van functiewaarde 𝑓(𝑛) van een 

exponentiële functie bekend is. We hebben nu bewezen dat de hele reeks met 

modulusgetallen zich gaat herhalen, zodra één modulusgetal van een functiewaarde van 

een functie van de vorm 𝑓(𝑡) = 𝑔𝑡 terugkomt. Omdat het aantal modulusgetallen altijd eindig 

is, wat wil zeggen dat elk modulusgetal weer moet terugkomen, is hiermee ook bewezen dat 

de reeks met modulusgetallen van elke functie van de vorm 𝑓(𝑡) = 𝑔𝑡 zich gaat herhalen. 

 

Nu hoeven we alleen nog te kunnen bepalen wanneer het eerste modulusgetal terugkomt. 

Daarvoor definiëren we welk getal er vanaf 𝑓(1) is opgeteld om 𝑓(𝑛) te krijgen. Uitgaande 

van de standaard exponentiële functie 𝑓(𝑡) = 𝑔𝑡 is dat 𝑔𝑛 − 𝑔. Dat is omdat het verschil 

tussen 𝑓(𝑛) en 𝑓(1) gelijk is aan 𝑓(𝑛) − 𝑓(1) = 𝑔𝑛 − 𝑔1 = 𝑔𝑛 − 𝑔. In ons voorbeeld met de 

functie 𝑓(𝑡) = 3𝑡 is dat 3𝑡 − 3. We kunnen weer stellen dat het eerste modulusgetal 

terugkomt als 3𝑡 − 3 voor het eerst deelbaar is door de deler 𝑑.  

 

Ons bewijs geldt ook voor exponentiële functies van de vorm 𝑓(𝑡)  =  𝑎 ⋅ 𝑔𝑡. Ook de 

functiewaarde van deze functie neemt met een factor 𝑔 toe, wanneer 𝑡 met 1 toeneemt. 

Hiervan is dus ook het volgende modulusgetal te voorspellen. Het enige verschil is dat voor 

deze functie het eerste modulusgetal terugkomt als 𝑎 ⋅ 𝑔𝑡 − 𝑎 ⋅ 𝑔 voor het eerst deelbaar is 

door het getal waardoor je deelt, omdat dit het verschil is tussen 𝑓(1) en 𝑓(𝑡). 

 

We kunnen dus voorspellen wanneer een exponentiële functie zich gaat herhalen. Daarom 

gaan we nu op zoek naar een functie die zich na een handig aantal tonen gaat herhalen. Wij 

zijn dus op zoek naar een functie van de vorm 𝑓(𝑡)  =  𝑎 ⋅ 𝑔𝑡 waarvoor geldt dat 𝑎 ⋅ 𝑔𝑡 − 𝑎 ⋅ 𝑔 

voor het eerst deelbaar is door ons modulusgetal voor 𝑡 = 16, omdat dat een leuk melodietje 

oplevert. 
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Het probleem, dat wij tegenkomen, is dat wij maar redelijk beperkte opties hebben voor het 

kiezen van een getal waar wij de modulus van nemen, de deler. Dit komt omdat wij werken 

vanuit toonladders met daarin 8 tonen. Om alle tonen uit zo’n toonladder evenveel mogelijke 

restgetallen na deling toe te kunnen kennen moet de deler een veelvoud zijn van 8. Wij 

kiezen dus steeds delers zoals 8 en 16. Echter is 64 de enige deler die wij, rekening 

houdend met de door ons geformuleerde regels, kunnen kiezen om een melodie te krijgen, 

die zich pas na 16 tonen herhaalt. Wij zouden dus 𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 64 moeten nemen voor de 

eerste 16 waardes van 𝑡. Echter komen wij dan in de knel met de verdeling van de mogelijke 

restgetallen na deling over de 8 tonen uit de toonladder. Wij moeten nu namelijk 8 mogelijke 

modulusgetallen toekennen aan elke noot. Deze enige mogelijkheid is dus vrij omslachtig en 

daardoor niet heel bruikbaar. Wij concluderen dus dat exponentiële functies niet te 

gebruiken zijn voor het maken van een echt leuke melodie. Wij kunnen wel een exponentiële 

functie combineren met een andere functie waarvan het melodietje zich wel pas na 16 keer 

herhaalt, bijvoorbeeld een exponentiële functie met een derdegraadsfunctie. Zo kunnen wij 

exponentiële functies wel gebruiken voor het creëren van extra variatie.  

 

Wij nemen als voorbeeld de functie 𝑓(𝑡) = 𝑡3 + 3𝑡 − 3 met modulus 16. Wij weten dat het 

derdegraadsdeel 𝑡3 zich na 16 keer gaat herhalen want voor 𝑛 = 17 geldt voor het eerst dat 

𝑛3 − 1 deelbaar is door 16 en 𝑓(18) 𝑚𝑜𝑑 16 = 𝑓(2) 𝑚𝑜𝑑 16 = 8. Ook weten wij dat 𝑡3 zich 

na 4 keer gaat herhalen want 3𝑡 − 3 is voor het eerst deelbaar door 16 op 𝑛 = 5. Wij 

gebruiken de toonladder B mineur, zoals ingedeeld in de volgende tabel. 

 

Tabel 35 

𝄽 B Cis D E Fis G A 

0 1 2 3 4 5 6 7 

15 14 13 12 11 10 9 8 

 

Wij krijgen de volgende melodie. 

 

Tabel 36a 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑓(𝑡)

= 𝑡3 + 3𝑡 − 3 

1 14 51 142 365 942 2527 7070 20409 60046 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 1 14 3 14 13 14 15 14 9 14 

Noot B B D B Cis B 𝄽 B G B 
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Tabel 36b 

𝑡 11 12 13 14 15 16 

𝑓(𝑡) = 𝑡3 + 3𝑡 − 3 178475 533166 1596517 4785710 14352279 43050814 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 11 14 5 14 7 14 

Noot E B FIs B A B 

*zie partituur 10 in bijlage 2 en hoor audiofragment 10 in het audiobestand 

 

Wij beschouwen dit als een leuk melodietje. Wij kunnen dus concluderen dat exponentiële 

functies losstaand niet zo goed gebruikt kunnen worden, omdat snelle herhaling met een 

logische deler niet te voorkomen is. Echter kan het in combinatie met andere functies zeker 

gebruikt worden om nog meer variaties mogelijk te maken in de melodieën.  

c. Goniometrische functies 

Dan nu de goniometrische functies. Het is bij deze functies (bijvoorbeeld 𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡)) zo, 

dat je alleen exacte waarden van 𝑓(𝑡) kan verkrijgen door bepaalde fracties van π als 

waarde van 𝑡 te nemen (zie tabel 37). Hierdoor is de basismethode een minder geschikt 

middel. Deze gaat namelijk uit van stappen van 1 en niet van fracties van π. 

 

Tabel 37 

𝑡 
−

1

2
𝜋 −

1

3
𝜋 −

1

4
𝜋 −

1

6
𝜋 

0 1

6
𝜋 

1

4
𝜋 

1

3
𝜋 

1

2
𝜋 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) -1 
−

1

2
√3 −

1

2
√2 −

1

2
 

0 1

2
 

1

2
√2 

1

2
√3 

1 

 

We hebben dus twee mogelijkheden voor de stapgrootte 𝑠. We kunnen ofwel een stap 

kiezen die een fractie van π is ofwel een stap die een gewone fractie is. We geven dit weer 

als 𝑠 =
𝑚

𝑛
⋅ 𝜋 ∨  𝑠 =

𝑚

𝑛
. We zullen beide opties wat verder toelichten en kijken naar de 

verschillen ertussen. In het algemeen gaan we onderzoeken onder welke voorwaarden de 

reeks zich herhaalt. In dit hoofdstuk gaan we uit van de majeurtoonladder van G, ofwel met 

exacte functiewaarden ofwel domeinen (hiervoor delen we het bereik van 𝑠𝑖𝑛(𝑡), namelijk 

−1 ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) ≤ 1, op in 8 evenredige delen). Zie tabel 38. 

 

Tabel 38 

-1 
−

1

2
√3 −

1

2
√2 −

1

2
 

0 1

2
 

1

2
√2 

1

2
√3 

1 

-1 tot -
0.75 

-0.75 
tot -0.5 

-0.5 tot 
-0.25 

-0.25 
tot 0 

- 0 tot 0.25 0.25 tot 
0.5 

0.5 tot 
0.75 

0.75 tot 
en met 1 

G (laag) A B C 𝄽 D E Fis G (hoog) 
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In het geval van goniometrische functies, waarbij we niet de basismethode gebruiken maar 

een zekere functiewaarde of een zeker domein aan elke noot toekennen, is het logisch om 

te stellen dat de reeks zich herhaalt, wanneer 𝑠𝑖𝑛(𝑡) zich herhaalt, of in andere woorden: 

wanneer 𝑠𝑖𝑛(𝑡) precies 1 periode verder is. Omdat de periode van 𝑠𝑖𝑛(𝑡) gelijk is aan 2π, is 

het logisch om als volgt te beredeneren wanneer de reeks zich herhaalt. Dat gebeurt 

namelijk na zoveel stappen als 𝑠 in 2π past, ofwel  
2𝜋

𝑚

𝑛
⋅𝜋

=
2
𝑚

𝑛

=
2𝑛

𝑚
 stappen. Als we 

bijvoorbeeld uitgaan van 𝑠 =
1

4
𝜋, dan herhaalt het patroon zich na 

2⋅4

1
= 8 tonen (tabel 39). 

 

Tabel 39 

𝑡 0 1

4
𝜋 

1

2
𝜋 

3

4
𝜋 

𝜋 
1

1

4
𝜋 1

1

2
𝜋 1

3

4
𝜋 

2𝜋 etc. 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) 0 1

2
√2 

1 1

2
√2 

0 
−

1

2
√2 

-1 
−

1

2
√2 

0 etc. 

Noot 𝄽 E G (h) E 𝄽 B G (l) B 𝄽 etc. 

*zie partituur 11 in bijlage 2 en hoor audiofragment 11 in het audiobestand 

 

Echter geeft de formule 
2𝑛

𝑚
 niet altijd een geheel getal als oplossing (bij 𝑠 =

4

5
𝜋, bijvoorbeeld, 

herhaalt de reeks zich na 
2⋅5

4
= 2

1

2
 stap). Omdat 2𝑛 niet altijd deelbaar is door 𝑚 (wat wil 

zeggen dat je niet alle gehele getallen door elkaar kunt delen), kunnen we als regel hanteren 

dat het minimum gehele aantal stappen waarvoor de reeks met stappen van 
𝑚

𝑛
 zich herhaalt 

gelijk is aan 2𝑛 stappen. Als we namelijk hetgeen we uit onze eerdere formule krijgen 

vermenigvuldigen met precies 𝑚, komen we altijd op een geheel getal uit (want we houden 

alleen 2𝑛 over en we weten dat 𝑛 een geheel getal is. We hebben echter opgemerkt dat bij 

sommige breuken de reeks zich al na 𝑛 tonen herhaalt. Zie bij wijze van voorbeeld tabel 40 

hieronder, met 𝑠 =
2

3
𝜋. 

 

Tabel 40 

𝑡 0 2

3
𝜋 1

1

3
𝜋 

2𝜋 
2

2

3
𝜋 

etc. 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) 0 1

2
√3 −

1

2
√3 

0 1

2
√3 

etc. 

Noot 𝄽 Fis A 𝄽 Fis etc. 

 

We kunnen dit als volgt verklaren. Als geldt dat de teller 𝑚 een veelvoud is van 2, dan volgt 

uit de oorspronkelijke formule dat het kleinste aantal stappen waarvoor de reeks zich 

herhaalt gelijk is aan 
2𝑛

2𝑘
=

𝑛

𝑘
 stappen. Omdat 𝑛 niet altijd deelbaar is door 𝑘, nemen we dus 

𝑛 voor het kleinste gehele aantal stappen waarvoor de reeks zich herhaalt in het geval van 

𝑚 = 2𝑘. 
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Stel we nemen een stapgrootte van 
3

4
𝜋 en we beginnen voor het gemak op 𝑡 = 0, dus op 

een D. Als we voor de verandering even uitgaan van de indeling naar domeinen en niet naar 

functiewaarde, krijgen we de volgende reeks (met 𝑠𝑖𝑛(𝑡) afgerond op twee decimalen): 

 

Tabel 41 

t 0 3

4
𝜋 1

1

2
𝜋 2

1

4
𝜋 

3𝜋 
3

3

4
𝜋 4

1

2
𝜋 5

1

4
𝜋 

6𝜋 
6

3

4
𝜋 

etc. 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) 0 0,71 -1 0,71 0 -0,71 1 -0,71 0 0,71 etc. 

Noot D Fis G (l) Fis D A G (h) A D Fis etc. 

*zie partituur 12 in bijlage 2 en hoor audiofragment 12 in het audiobestand 

 

De reeks herhaalt zich na 8 tonen. Dit komt overeen met de eerder genoemde regel, 

namelijk dat de reeks zich herhaalt na 2𝑛 = 2 ⋅ 4 = 8 stappen. In bijlage 2 is te zien dat deze 

melodie, net als de sinusfunctie zelf, een golvend verloop heeft. Dit maakt de melodie ook 

vrij eentonig. We moeten dus op zoek naar een manier om de melodie interessanter te 

maken. 

 

Stel we nemen een bepaalde stapgrootte, zodat we wat minder rechttoe rechtaan het rondje 

afgaan, zoals 
6

7
𝜋. Als we weer beginnen op D, krijgen we de in tabel 42 genoteerde reeks: 

 

Tabel 42 

𝑡 0 6

7
𝜋 1

5

7
𝜋 2

4

7
𝜋 3

3

7
𝜋 4

2

7
𝜋 5

1

7
𝜋 

6𝜋 
6

6

7
𝜋 

etc. 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) 0 0,43 -0,78 0,97 -0,97 0,78 -0,43 0 0,43 etc. 

Noot D E G(l) G(h) G(l) G(h) B D E etc. 

*zie partituur 13 in bijlage 2 en hoor audiofragment 13 in het audiobestand 

 

Omdat geldt dat de teller een veelvoud is van 2, herhaalt de reeks zich na 𝑛 = 7 keer. Dit is 

ook te zien in de reeks. Als we nu naar het verloop van de melodie gaan kijken, valt het op 

dat er al veel minder duidelijk een golf in te zien is en daarbij klinkt de melodie ook een stuk 

minder mooi. Omdat vooral het op en neer gaan van de lage naar de hoge G tamelijk raar 

klinkt, kunnen we door een verschuiving van de noten wellicht nog het een en ander aan 

deze melodie verbeteren. We schuiven elke noot 1 plaats op en de hoge G laten we staan 

want wanneer we álle noten 1 plaats opschuiven, heeft het natuurlijk geen effect op het 

melodieverloop. Omdat we in de oorspronkelijke melodie toch geen waarde van 𝑡 tussen de 

0,5 en 0,75 krijgen, kunnen we de nieuwe G prima laten staan. We krijgen dus deze 

indeling: 

 

Tabel 43 

-1 tot -
0.75 

-0.75 tot 
-0.5 

-0.5 tot -
0.25 

-0.25 tot 
0 

0 tot 0.25 0.25 tot 
0.5 

0.5 tot 
0.75 

0.75 tot 
en met 1 

A B C D E Fis G G 
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Daaruit volgt dan deze toonreeks, die al een stuk mooier klinkt: 

 

Tabel 44 

𝑡 0 6

7
𝜋 1

5

7
𝜋 2

4

7
𝜋 3

3

7
𝜋 4

2

7
𝜋 5

1

7
𝜋 

6𝜋 
6

6

7
𝜋 

etc. 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) 0 0,43 -0,78 0,97 -0,97 0,78 -0,43 0 0,43 etc. 

Noot E Fis A G A G C E Fis etc. 

*zie partituur 14 in bijlage 2 en hoor audiofragment 14 in het audiobestand 

 

Laten we nu kijken naar onze andere optie, namelijk 𝑠 =
𝑚

𝑛
. In dat geval treedt er nooit 

herhaling op. Dit is vanwege het feit dat de eerder vermelde formule voor herhaling (
2𝜋
𝑚

𝑛

 in 

dit geval) een irrationele teller heeft. Omdat de noemer een breuk is van twee gehele 

getallen, is deze per definitie rationeel. Hieruit volgt dat uit de formule nooit een rationeel, 

laat staan een geheel getal volgt, want er is geen enkel rationeel getal 𝑟 dat voldoet aan 𝑟 ⋅
𝑚

𝑛
= 𝜋. De opties zijn dus beperkt; omdat de reeks zich op geen enkel punt herhaalt, is er in 

feite ook geen patroon. Wel kun je een bepaald domein gebruiken, bijvoorbeeld alle 

uitkomsten op [0, 24] met stappen van 3 (waarbij we uitgaan van de oorspronkelijke G 

majeur), zie tabel 45. 

 

Tabel 45 

𝑡 0 3 6 9 12 15 18 21 24 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) 0 0,14 -0,28 0,41 -0,54 0,65 -0,75 0,84 -0,91 

Noot D D B E A Fis A G(h) G(l) 

*zie partituur 15 in bijlage 2 en hoor audiofragment 15 in het audiobestand 

 

Deze reeks klinkt totaal niet mooi en herhaalt zich niet. Naar onze mening is dit dus geen 

succes. 

 

Zo valt er dus te experimenteren met sinustoonreeksen en is er met verschuivingen en 

veranderingen van stapgrootte een heel scala aan melodiën te verzinnen. In het algemeen is 

het wel zo dat hoe eenvoudiger de stapgrootte, hoe soepeler het melodieverloop. Ditzelfde 

geldt voor functies. Hoewel functies als 𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑡) en 𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 𝑐𝑜𝑠(𝑡) nog 

steeds een regelmatig golvend verloop hebben (omdat deze kunnen worden herschreven 

als één sinusoïde), zie je dit al veranderen bij 𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛2(𝑡) + 𝑐𝑜𝑠(𝑡), die niet meer zo’n 

regelmatige golf is. Hoe grilliger de functie loopt, des te uiteenlopender wordt de melodie. 
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2. Integralen en afgeleiden 

Tot nu toe hebben we alleen losse functies onderzocht. We hebben gekeken uit wat voor 

een functies leuke melodieën komen en hoe we die functies kunnen gebruiken, zodat er een 

fijne mate van herhaling optreedt. Dat wil zeggen: niet elke twee tonen maar bijvoorbeeld 

pas na 16. Wat we in dit hoofdstuk willen onderzoeken, is hoe de toonreeks afkomstig van 

een bepaalde functie samenklinkt met de toonreeks afkomstig van zijn afgeleide of zijn 

primitieve functie. We gaan hierbij in op de machtsfuncties en de sinusoïden. Allereerst de 

machtfuncties. 

 

Het is bekend dat je na het afleiden van een machtsfunctie weer een machtsfunctie krijgt 

maar dan van één graad lager. Omgekeerd krijg je natuurlijk na primitiveren weer een 

machtsfunctie maar dan van één graad hoger. Wat we nu gaan doen, is het volgende. We 

gaan een derdegraadsfunctie nemen waarvan we met de door ons afgeleide regels in het 

stukje over deze functies weten dat hij zich pas na 16 keer herhaalt. We nemen  

𝑓(𝑡) = 3𝑡3 − 2 met modulus 16. Deze herhaalt zich na 16 keer want  3𝑡3 − 3 is voor het 

eerst deelbaar door 16 op 𝑡 = 17 en (3 ⋅ 183) 𝑚𝑜𝑑 16 = (3 ⋅ 23) 𝑚𝑜𝑑 16 = 8. We zetten de 

melodie in de toonladder F majeur (zie tabel 46). 

 

Tabel 46 

𝄽 F G A Bes C D E 

0 1 2 3 4 5 6 7 

15 14 13 12 11 10 9 8 

 

De melodie die we krijgen is als volgt. 

 

Tabel 47 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

𝑓(𝑡)  

=  3𝑡3 − 2 

1 22 79 19
0 

37
3 

64
6 

10
27 

15
34 

21
85 

29
98 

39
91 

51
82 

65
89 

823
0 

10123 122
86 

𝑓(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 1 6 15 14 5 6 3 14 9 6 7 14 13 6 11 14 

Noot F D 𝄽 F C D A F D D E F G D Bes F 

Zie partituur 16 in bijlage 2 en hoor audiofragment 16 in het audiobestand. 

 

Nu nemen we de afgeleide van deze functie, oftewel 𝑓 ′(𝑡) =  9𝑡2. Deze gaat zich na 8 keer 

herhalen, omdat voor 𝑡 = 9 voor het eerst geldt, dat 9𝑡2 − 9 deelbaar is door 16 en 

 (9 ⋅ 102) 𝑚𝑜𝑑 16 = (9 ⋅ 22) 𝑚𝑜𝑑 16 = 4. Deze melodie ziet er zo uit: 
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Tabel 48 

𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 

𝑓 ′(𝑡) =  9𝑡2 9 36 81 144 225 324 441 576 

𝑓′(𝑡) 𝑚𝑜𝑑 16 9 4 1 0 1 4 9 0 

Noot D Bes F 𝄽 F Bes D 𝄽 

 

Als we nou dit melodietje door de linkerhand laten spelen naast het melodietje van de functie 

𝑓(𝑡)  =  3𝑡3 − 2, krijgen we het muziekstuk, dat te zien en te beluisteren is bij partituur 17 in 

bijlage 2 en audiofragment 17 van het audiobestand). We vinden dit een verrassend leuk 

stukje muziek. Hieruit kunnen we dus concluderen dat het zeker interessant is om een 

functie en zijn afgeleide te combineren. Dit betekent dus ook dat het interessant kan zijn om 

een functie en zijn primitieve te combineren omdat dit in essentie hetzelfde is. Als we 

namelijk de functie 𝑓(𝑡) =  9𝑡2 en een van zijn primitieve 𝐹(𝑡)  =  3𝑡3 − 2 zouden 

combineren is dat natuurlijk hetzelfde als het combineren van 𝑓(𝑡)  =  3𝑡3 − 2 en zijn 

afgeleide 𝑓 ′(𝑡) =  9𝑡2. Dit gaan we dus niet verder behandelen. 

 

Naast de machtsfuncties kunnen we natuurlijk ook kijken hoe de melodie van een sinusoïde 

samenklinkt met zijn afgeleide. We nemen 𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡). Laten we er weer een 

standaardtabel bij pakken met als toonsoort bijvoorbeeld D majeur: 

 

Tabel 49 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) -1 
−

1

2
√3 −

1

2
√2 −

1

2
 

0 1

2
 

1

2
√2 

1

2
√3 

1 

Noot D (laag) E Fis G 𝄽 A B Cis D (hoog) 

Als we een stapgrootte nemen, die wel variëert maar niet al te erg, zoals 𝑠 =
3

4
𝜋, krijgen we 

het volgende melodieverloop, beginnend op 𝑥 = 0: 

Tabel 50 

𝑡 0 3

4
𝜋 1

1

2
𝜋 2

1

4
𝜋 

3𝜋 
3

3

4
𝜋 4

1

2
𝜋 5

1

4
𝜋 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) 0 1

2
√2 

-1 1

2
√2 

0 
−

1

2
√2 

1 
−

1

2
√2 

Noot 𝄽 B D(l) B 𝄽 Fis D(h) Fis 

 

Zoals al eerder behandeld zal de reeks zich hierna herhalen. Als we nu ook de reeks van 

𝑓′(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡) erbij pakken, krijgen we deze melodie erbij: 

 

  



 

37 

Tabel 51 

𝑡 0 3

4
𝜋 1

1

2
𝜋 2

1

4
𝜋 

3𝜋 
3

3

4
𝜋 4

1

2
𝜋 5

1

4
𝜋 

𝑐𝑜𝑠(𝑡) 1 
−

1

2
√2 

0 1

2
√2 

-1 1

2
√2 

0 
−

1

2
√2 

Noot D(h) Fis 𝄽 B D(l) B 𝄽 Fis 

*zie partituur 18 in bijlage 2 en hoor audiofragment 18 in het audiobestand 

Deze twee samen klinken verbazend goed en een bijzonder detail is dat een rust in de ene 

partij altijd gepaard gaat met een D in de andere, wat ook de grondtoon is. Bij het 

differentiëren en primitiveren van sinusoïden zit het natuurlijk iets anders dan bij 

machtsfuncties. Bij die laatstgenoemde functies ga je namelijk steeds 1 graad omhoog of 

omlaag, terwijl je bij sinusoïden de hele tijd afwisselt tussen negatieve dan wel positieve 

𝑠𝑖𝑛(𝑡) of 𝑐𝑜𝑠(𝑡). Er geldt namelijk [𝑠𝑖𝑛(𝑡)]′ = 𝑐𝑜𝑠(𝑡), [𝑐𝑜𝑠(𝑡)]′ =  −𝑠𝑖𝑛(𝑡) en als je deze 

laatste weer differentiëert, kom je op −𝑐𝑜𝑠(𝑡) en dan weer op −(−𝑠𝑖𝑛(𝑡)) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡). Daarom 

is het gebruik in die zin beperkter dan bij machtsfuncties, omdat je altijd binnen hetzelfde 

‘hokje’ van functies blijft hangen. 

3. Overige experimenten 

a. De Fibonacci-reeks 

Als allerlaatste willen we nog even de wellicht beroemdste wiskundige getallenreeks aller 

tijden onderzoeken: de Fibonacci-reeks. Deze reeks heeft volgens ons altijd een soort 

mystiek, bovenmenselijk aura om zich heen hangen. Wat deze reeks bijzonder maakt, is dat 

men hem op veel plekken in de natuur tegenkomt. Zo zijn er vele plantensoorten, die zich bij 

hun groei houden aan de regelmaat van deze reeks en zijn er ook dieren, zoals slakken, 

waarvan de vorm zich houdt aan deze bijzondere reeks. We zijn benieuwd of we deze reeks 

kunnen gebruiken voor het maken van muziek. Dit is dan ook wat we gaan onderzoeken.  

De Fibonacci-reeks ziet er als volgt uit: 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 …. Het volgende 

getal uit de reeks is steeds de som van de vorige twee getallen. We kunnen aan de hand 

van de basismethode een tonenreeks uit deze reeks halen. Allereerst proberen we natuurlijk 

modulus 8. We nemen de toonladder van A mineur en verdelen de modulusgetallen als 

volgt: 

 

Tabel 52 

𝄽 A B C D E F G 

0 1 2 3 4 5 6 7 

 

De melodie die we dan uit de Fibonacci-reeks krijgen is als volgt: 

 

  



 

38 

Tabel 53 

𝑛 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

𝑓(𝑛)* 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 

𝑓(𝑛) 𝑚𝑜𝑑 8 1 1 2 3 5 0 5 5 2 7 1 0 1 1 

Noot A A B C E 𝄽 E E B G A 𝄽 A A 

*Fibonacci-reeks 

**zie partituur 19 op bijlage 2 en hoor audiofragment 19 in het audiobestand. 

 

Wat we waarnemen is dat de melodie zich na 12 noten gaat herhalen. Helaas lukt het ons 

niet om echt te begrijpen wanneer de reeks met restgetallen na deling zich gaat herhalen. 

Dit heeft er mee te maken dat de functie waarmee je de Fibonacci-reeks kan beschrijven er 

als volgt uitziet: 

 

figuur 1 (bron: Wikipedia) 

 
 

Omdat we een patroon zien, kunnen we wel voorspellen wanneer er herhaling optreedt. Wat 

ons namelijk opvalt is dat de reeks met modulusgetallen zich gaat herhalen, nadat er achter 

elkaar restgetal 0 en restgetal 1 zijn geweest. Dit is ook te zien in tabel 53 en dit kwam bij 

alle vele andere modulusgetallen die we hebben geprobeerd voor. Nogmaals lukt het ons 

niet om te bewijzen dat dit altijd zo is maar aan de hand van de inductieve 

wetenschapsmethode kunnen we dit uit onze resultaten wel concluderen en kunnen we dit 

dus gebruiken bij het voorspellen van wanneer er herhaling optreedt. Wat we uit de functie in 

figuur 1 kunnen afleiden, is dat het getal dat er bij 𝑓(1) (zie tabel 9) opgeteld moet worden, 

om 𝑓(𝑛) te krijgen, gelijk is aan  
(1+√5)𝑛−(1−√5)𝑛

2𝑛√5
− 1. 

We weten dus dat het eerste restgetal na deling (1) terugkomt, als 

 
(1+√5)𝑛−(1−√5)𝑛

2𝑛√5
− 1 deelbaar is door de deler, in ons voorbeeld 8. Zo kunnen we dus 

de positie 𝑛 bepalen, waarop het modulusgetal weer 1 wordt. Door vervolgens met de 

functie uit figuur 1 te bepalen of het modulusgetal van 𝑓(𝑛) op 𝑓(𝑛 + 1) gelijk is aan 0, 

kunnen we bepalen, of er vanaf 𝑓(𝑛 + 2) herhaling optreedt.  

 

Door deze methode te gebruiken hebben we uitgevonden, dat de melodie zich na 16 maten 

gaat herhalen met 𝑑 = 7. Het enige probleem dat we nu hebben, is dat de noot G niet meer 

voorkomt. Dit is wellicht jammer maar het komt wel vaker voor dat een melodie één of meer 

tonen niet heeft. Uitgaande van de verdeling in tabel 54 krijgen we nu de volgende melodie.   
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Tabel 54 

𝑛 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

𝑓(𝑛) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 

𝑓(𝑛) 𝑚𝑜𝑑 7 1 1 2 3 5 1 6 0 6 6 5 4 2 6 1 0 

Noot A A B C E A F 𝄽 F F E D B F A 𝄽 

 

Deze melodie is te zien in partituur 20 in bijlage 2 en te horen in audiofragment 20 in het 

audiobestand. Deze melodie beschouwen we als leuk. We kunnen dus concluderen dat ook 

de Fibonacci-reeks te gebruiken is voor het componeren van melodieën.  

b. Pythagoreïsche getallen 

Een ander voorbeeld van een stukje wiskunde waar 

velen wel bekend mee zijn, is het principe van de 

zogeheten pythagoreïsche getallen (die we zullen 

aanduiden als P-getal of 𝑃. Dit zijn getallen die 

corresponderen met een rechthoekige driehoek, 

waarvoor het volgende geldt: 

 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2, met 𝑎, 𝑏 en 𝑐 gehele getallen. Er is een 

selecte set getallen die hieraan voldoet. De bekendste 

twee zijn 3-4-5 en 5-12-13. Ook veelvouden hiervan 

gelden als Pythagoreïsche getallen, bijvoorbeeld 6-8-10. Echter als een zekere set geen 

veelvoud van een andere set is, wordt deze een primitieve pythagoreïsche getallenset 

genoemd. Welnu, we gaan kijken wat we met deze getallen kunnen doen om een melodie te 

krijgen. Laten we eens een reeks maken, beginnend met de eerste set pythagoreïsche 

getallen en vervolgens steeds de volgende set kiezen, waarvan het eerste getal 

overeenkomt met het laatste getal van de vorige set, net zolang tot er geen set meer begint 

met het laatste getal. Dan krijgen we dus de opeenvolging 3-4-5, 5-12-13, 13-84-85 en 85-

132-157 om mee te beginnen, die we dan vereenvoudigen tot 3-4-5-12-13-84-85-132-157. 

We gaan even uit van A mineur, dus: 

 

Tabel 55 

𝄽 A B C D E F G 

0 1 2 3 4 5 6 7 

 

Dan volgt daaruit de volgende reeks: 

 

  

a 

b c 
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Tabel 56 

𝑃 3 4 5 12 13 84 85 132 157 

𝑃 𝑚𝑜𝑑 8 3 4 5 4 5 4 5 4 5 

Noot C D E D E D E D E 

 

Wat erg opvalt, is dat de reeks vanaf 𝑃 = 5 op en neer gaat tussen 4 en 5. We kunnen nog 

niet met zekerheid zeggen of er een verband aan te wijzen is met betrekking tot de 

modulusgetallen van pythagoreïsche getallensets. Laten we voor de zekerheid nog een 

andere reeks erbij pakken, maar nu beginnend met een andere primitieve set, zoals 8-15-17. 

Dan krijgen we deze opeenvolging: 8-15-17, 17-144-145 en 145-348-377. Eenzelfde 

omzetting als zonet geeft dan: 

 

Tabel 57 

𝑃 8 15 17 144 145 348 377 

𝑃 𝑚𝑜𝑑 8 0 7 1 0 1 4 1 

Noot 𝄽 G A 𝄽 A D A 

 

Hierin is juist weer helemaal geen verband te bespeuren. Laten we nog 1 laatste reeks 

maken met weer een andere primitieve set, nu 7-24-25. De opeenvolging wordt dan 7-24-25, 

25-60-65 en 65-72-97. De reeks wordt dus 7-24-25-60-65-72-97. We zetten hem weer om: 

 

Tabel 58 

𝑃 7 24 25 60 65 72 97 

𝑃 𝑚𝑜𝑑 8 7 0 1 4 1 0 1 

Noot G 𝄽 A D A 𝄽 A 

 

Gek genoeg zie je dat de reeks vanaf 𝑃 = 24 exact overeenkomt met die vanaf 𝑃 = 144 van 

de vorige tabel. Er lijkt dus wel een zeker verband te bestaan tussen de verschillende 

getallen wat betreft hun modulusgetallen. Wat opvalt, is dat het overeenkomende deel uit 

beide tabellen begint zodra de reeks een veelvoud van 8 bereikt en vanaf dat punt zijn de 

modulusgetallen hetzelfde. Na een aantal andere zodanige reeksen naast elkaar te hebben 

gelegd zijn we tot de conclusie gekomen dat er geen eenduidig verband aan te wijzen valt. 

Wel zien we in veel reeksen herhalingen, gelijkend aan degene die we eerder al zagen. Wat 

dit nou veroorzaakt, kunnen we niet zeggen. Wat vaststaat, is dat eigenlijk geen enkele van 

de aan de hand van pythagoreïsche getallen gecreëerde melodieën bijzonder geslaagd zijn, 

onder andere vanwege de aparte herhaling. De pythagoreïsche getallen zijn dus zeker 

bijzonder maar niet bruikbaar. 

 

Dit dus waren onze ‘losse’ experimenten, waarbij we in variërende mate tot een goede 

melodie zijn gekomen. We vonden zowel de Fibonacci-reeks als de pythagoreïsche getallen 

zeer interessant om te onderzoeken en waren de uitkomsten verrassend.  
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Conclusie 

Op basis van ons onderzoek concluderen wij, dat wiskundige functies absoluut als 

hulpmiddel gebruikt kan worden bij het componeren van nieuwe melodieën. Vooral de door 

ons onderzochte machtsfuncties zijn heel nuttig en kunnen leuke melodieën opleveren. Ook 

exponentiële functies kun je goed gebruiken maar dan voor het combineren met 

machtsfuncties om een nog grotere variatie melodieën mogelijk te maken. Ook sinusoïden 

zijn te gebruiken voor het componeren van muziek. Deze zijn echter niet makkelijk in 

combinatie met machtsfuncties en exponentiële functies te gebruiken omdat je voor 

sinusoïden een andere methode nodig hebt voor het halen van toonreeksen uit de functies. 

Sinusoïden leveren namelijk ook decimale functiewaardes op. Ook kunnen wij concluderen 

dat het interessant kan zijn om functies en hun afgeleiden of primitieven te combineren. Uit 

onze pogingen blijkt dat dit bijzonder leuke melodieën oplevert. Als laatste concluderen wij 

dat door gebruik te maken van domeinen, zoals wij in één voorbeeld gedaan hebben, ook 

een manier kan zijn voor het maken van melodieën uit functies.  

Kortom, het maken van een formule voor een melodie is echt mogelijk. Wiskunde kan dus 

voor componisten die moeite hebben met het op gevoel uit de mouw schudden van 

melodieën echt een uitkomst bieden.  

Suggesties voor vervolgonderzoek 

Allereerst willen wij even zeggen dat er nog heel veel meer te combineren valt met de 

functies die wij hebben behandeld dan dat wij al hebben gedaan. Wij hebben vooral gekeken 

naar hoe de verschillende soorten functies te gebruiken zijn en hebben daarmee 

mogelijkheden blootgelegd om mee aan de gang te gaan. Wij hebben absoluut nog lang niet 

alle mogelijke combinaties van functies geprobeerd dus er vallen nog ontzettend veel 

nieuwe melodieën te creëren vanuit de door ons beschreven functies. Wij nodigen iedereen 

die geïnteresseerd is uit om met functies op zoek te gaan naar de leukste melodieën. 

 

Dan wat suggesties voor mogelijk vervolgonderzoek.  

Ten eerste hebben wij de logaritmische functies niet behandeld. Je zou je hierin dus kunnen 

verdiepen en kunnen kijken of ook hier leuke melodieën uit te halen zijn. Probleem met deze 

functies is wel dat zij, net zoals de sinusoïden, ook decimale functiewaardes opleveren. Je 

zult dus ook op zoek moeten gaan naar een andere manier van voor het koppelen van noten 

aan de reeks met functiewaardes. Je kan hierbij natuurlijk een voorbeeld nemen aan onze 

oplossing voor het gebruik van sinusoïden.  

 

Ten tweede kun je proberen te begrijpen waarom bij tweedegraadsfuncties de reeks met 

modulusgetallen zich gaat herhalen 2 posities nadat het eerste restgetal na deling voor het 

eerst terug komt. Ons is het nog niet gelukt om hier een verklaring voor te vinden maar 

misschien lukt het jou als enthousiaste lezer wel. Wij zijn benieuwd. 

 

Wat ten derde ook interessant is om te onderzoeken is of het ook mogelijk is om functies te 

schrijven voor al bestaande melodieën. Door gebruik te maken van domeinen kun je dan 

natuurlijk ver komen maar wie weet heb je deze  niet eens nodig.  
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Als laatste willen wij je uitdagen om de hele “basismethode” zoals wij die hebben bedacht te 

vergeten en zelf een nieuwe methode te bedenken voor het halen van melodieën uit 

functies. De basismethode is ook maar door ons bedacht en daarmee absoluut niet heilig, 

dus wie weet zijn er nog wel hele andere manieren om toonreeksen uit getallenreeksen te 

halen.  

Evaluatie 

Terugkijkend op ons profielwerkstuk zijn wij over het algemeen zeer tevreden. Wij zijn trots 

op het eindresultaat maar ook zeker op de weg ernaartoe. Het was bijzonder interessant om 

de literatuur in te duiken op het gebied van de relaties tussen wiskunde en muziek. Een klein 

struikelblok in de beginfase was het gebrek aan kennis van muziektheorie bij Thijmen, die 

immers muziek niet in zijn vakkenpakket heeft. Dat is goed opgelost dankzij hulp van de 

muziekdocente. Wat ook moeilijk was, omdat wij van tevoren nauwelijks over enige 

voorkennis beschikten, was om een goed overzicht te krijgen van alle bekende 

overlappingen tussen de twee vakgebieden. Onder andere door contact op te nemen met 

Michel van Bruggen zijn wij geholpen in de oriënterende fase. Eenmaal op gang gekomen 

verliep het literatuuronderzoek een stuk soepeler. 

 

De meeste moeite hadden wij met het vinden van een geschikt praktisch onderzoek. Zo 

waren wij eerst van plan om de Fourieranalyse zelf uit te begrijpen en uit te voeren. Wij 

hebben dit lang proberen te bereiken maar wij hadden hiervoor onvoldoende wiskundige 

voorkennis. Ook met geschikte literatuur en zelfs colleges van de TU Eindhoven kwamen wij 

er niet uit. Daarom besloten we ons in plaats van op de theoretische zijde op de praktische 

toepassing van de Fourieranalyse te richten. Hiervoor hoopten wij gebruik te kunnen maken 

van de op school beschikbare meetapparatuur, maar deze bleek ofwel defect ofwel 

inaccuraat. Het kostte ons dus redelijk veel tijd om op ons uiteindelijke hoofdonderzoek te 

komen maar wij zijn wel heel content met wat het uiteindelijk geworden is. Wat wij vooral 

leuk vonden aan ons praktische onderzoek, was dat het volledig nieuw was. Hierdoor waren 

wij volledig vrij in onze experimenten. Ook zijn wij heel blij met de hoeveelheid wiskunde, die 

nog nodig was in dit verdiepende gedeelte, en de daadwerkelijke resultaten die eruit zijn 

voortgekomen. Omdat wij ons in zulk onbekend terrein begaven, konden wij van tevoren dan 

ook niet voorspellen of het wel iets van kaliber zou opleveren.  

 

Ook wat betreft de samenwerking en de planning zijn wij tevreden met hoe het gegaan is. 

Door de taken goed te verdelen en elkaar goed aan te vullen, waren wij een effectief team. 

Door met vrij strakke maar realistische deadlines te werken hebben wij enige tijdstress in de 

eindfase voorkomen. Als laatste zijn wij tevreden met de regelmaat, waarmee wij contact 

hebben gehad met onze begeleider. Echter hebben wij wel het idee, dat we in deze 

bijeenkomsten wat weinig zijn ingegaan op de daadwerkelijke inhoud van ons 

profielwerkstuk. Hierdoor was onze begeleider (voor ons gevoel) niet volledig op de hoogte 

van de diepgang van wat wij aan het doen waren. Dit werd, menen wij, ook bemoeilijkt door 

het feit dat wij geen overeenkomstige tussenuren hadden en dus telkens in de pauzes kort 

de tijd hadden. 
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Wat wij een volgende keer zeker anders zouden doen, is iets meer tijd nemen voor het 

uitwerken van een concreet idee voor een praktisch onderzoek, in plaats van maar gewoon 

te beginnen. Hierdoor denken wij dat we uiteindelijk minder tijd kwijt zouden zijn geweest, 

omdat we nu in feite twee keer opnieuw zijn begonnen. Al met al zijn wij, zoals gezegd, zeer 

tevreden met ons profielwerkstuk. 
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Bijlage 1 - Literatuurverslag: “De wiskunde in de muziek” 

Inleiding 

“Muziek en wiskunde hebben heel veel met elkaar te maken.” Bijna iedereen heeft 

weleens een dergelijke opmerking gehoord of gelezen, maar hoe zit dat dan? Gezien onze 

grote interesse in zowel wiskunde als muziek wilden wij ook graag meer weten over de 

relatie tussen deze schijnbaar losstaande wetenschappen. Hierom besloten wij ons 

literatuuronderzoek te wijden aan het vinden en beschrijven van de verbanden 

daartussen. Wij begonnen zonder enige voorkennis over deze overlap met vragen zoals: “Is 

wiskundig te beschrijven welke tonen samen harmonisch klinken?”, “Wat maakt dat wij 

sommige ritmes als onprettig ervaren en andere juist als fijn?” en “Zijn er wiskundige 

verbanden te ontdekken bij standaard, pakkende melodieën?”. 

 

Al onderzoekende kwamen wij erachter dat wiskunde en muziek elkaar op een groot scala 

van enigszins losstaande gebieden overlappen maar dat er op sommige gebieden een veel 

diepere overeenkomst tussen beide is dan in andere.  De relatie tussen wiskunde en 

muziek op het gebied van harmonie gaat bijvoorbeeld heel diep, terwijl er op het gebied 

van ritme juist een minder diepgaand verband is. Zo zijn wij onze onderzoeksrichtingen 

blijven aanpassen aan de mate van diepgang en onze interesse. Wij zijn tot de volgende  

drie boeiende onderwerpen gekomen waarin wij ons het meest in hebben verdiept: de 

harmonieleer, de Fourieranalyse en stemmingen. 

 

De hoofdvraag van ons onderzoek is wat de relatie is tussen wiskunde en muziek. Wij 

beschrijven in ons verslag alle gebieden waarin wij mogelijke relaties hebben gevonden 

om een zo volledig mogelijk beeld te geven. Echter gaan wij niet op alle gebieden even 

diep in, omdat ons onderzoek dan veel te breed zou worden. In het verslag komen een 

aantal wiskundige afleidingen voor. Om deze goed te begrijpen raden wij aan om deze 

afleidingen mee te schrijven bij het lezen. 
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1. Introductie 
Wij zullen in deze introductie essentiële basisinformatie toelichten die absoluut nodig is 

voor het begrijpen van het vervolg van ons verslag. Allereerst moeten wij weten dat geluid 

niets anders is dan trillingen. De trillingen in de lucht worden doorgegeven aan ons 

trommelvlies, dat mee gaat trillen. Onze zintuigcellen nemen deze trillingen waar en 

geven impulsen door aan onze hersenen. Het doorgeven deze trillingen in de lucht 

gebeurt, doordat trillende deeltjes de naastgelegen trillende deeltjes mee laten trillen. 

Hierdoor ontstaat een geluidsgolf. Een golf is eigenlijk niets anders dan een trilling die 

wordt doorgegeven. Een geluidsgolf is een longitudinale golf. Dit betekent dat de losse 

deeltjes in dezelfde richting trillen als waarin de golf beweegt. Naast longitudinale golven 

heb je ook transversale golven. Bij een transversale golf trillen de losse deeltjes loodrecht 

op de richting waarin de golf beweegt. Je kan je het verschil tussen een longitudinale en 

een transversale golf als volgt voorstellen. Als je een traploper hebt en deze languit op de 

grond neerlegt kun je door deze traploper een golf laten lopen. Dit kun je op twee 

manieren doen. De eerste manier is door het uiteinde van de traploper heen en weer te 

bewegen loodrecht op de richting waarin de traploper ligt. Hierdoor zal er een 

transversale golf door de traploper gaan lopen. De tweede manier om dit te doen is door 

het uiteinde van de traploper heen en weer te bewegen in de richting waarin de traploper 

ligt. Hierdoor gaat er een longitudinale golf door de traploper lopen (zie afbeelding 1). 

 

afbeelding 1: bij a zie je een transversale en bij b een longitudinale golf in een traploper. 

 
Zowel een longitudinale als een transversale golf hebben twee belangrijke eigenschappen. 

Alle golven hebben een amplitude en een frequentie. De amplitude is de maximale 

uitwijking van de evenwichtsstand (de plaats waar een deeltje zich in rust zou begeven). 

De frequentie is het aantal keren dat de losse trillende deeltjes in de golf per seconde 

trillen.  De amplitude van de geluidsgolf bepaalt de intensiteit van het geluid en de 

frequentie bepaalt de toonhoogte van het geluid. 

Nu we weten dat geluid bestaat uit golven is het belangrijk te weten dat het geluid dat 

gemaakt wordt door een muziekinstrument nooit een zuiver geluid met één frequentie is. 

Er klinken altijd boventonen mee. Boventonen zijn golven met een frequentie die een 
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veelvoud is van de frequentie van de grondtoon. Hierover zullen wij in hoofdstuk 4 meer 

vertellen maar op dit moment  is het belangrijk te weten dat een door een 

muziekinstrument geproduceerde toon nooit uit alleen de grondtoon bestaat maar ook uit 

boventonen.  

 

Dan nu de onderdelen van de muziek, die wij zullen gaan behandelen in ons 

profielwerkstuk.  

 

Ten eerste gaan wij het hebben over het samenklinken van verschillende tonen. Twee 

tonen kunnen mooi of niet mooi samenklinken. Als twee tonen mooi samenklinken noemen 

wij dit consonant en als twee tonen niet mooi samenklinken noemen wij dit dissonant of 

vals. Wat blijkt, is dat wiskundig te verklaren is wanneer twee tonen dissonant 

samenklinken. Hierbij zal veel goniometrie van pas komen. 

 

Ten tweede zullen wij het gaan hebben over stemmingen van instrumenten. Hierbij is het 

belangrijk, dat tussen alle tonen van bijvoorbeeld een piano de juiste 

frequentieverschillen zitten, zodat alle tonen juist samenklinken. Dit heeft wiskundig 

gezien veel te maken met getalsverhoudingen. 

 

Als derde zullen wij het hebben over de analyse van muziek, waarbij de wiskundige kennis 

over wat muziek nou precies is (namelijk golven) enorm van belang is.  

Daarna zullen wij het kort hebben over ritme. Ritme is in de muziek de snelheid waarmee 

tonen elkaar opvolgen.  

 

Als laatste gaan wij het kort hebben over de meetkunde in compositie. Wat blijkt is dat 

componisten bij het schrijven van partituren soms gebruik maakten van meetkundige 

translaties, rotaties en andere meetkundige concepten.  

 

2. Harmonieleer 
Wij gaan in dit hoofdstuk kijken naar de wiskundige onderbouwing van harmonie. We 

zullen het onder andere hebben over intervallen (met name hoe je ermee rekent) en de 

wiskundige verklaring voor dissonantie. Hoewel intervallen wiskundig gezien vrij eenvoudig 

zijn, komt bij het verklaren van dissonantie toch een pittig stukje goniometrie aan bod. 

 

1a. Intervallen 

Onder een interval verstaan wij het verschil in frequentie tussen twee tonen. Er zijn twee 

soorten intervallen: melodische intervallen, waarbij de twee tonen na elkaar klinken, en 

harmonische intervallen, waarbij de twee tonen tegelijkertijd worden gespeeld. Het 

kleinste interval dat in de Westerse muziek wordt gebruikt, is een kleine secunde ofwel 

een halve toonafstand. Microtonaliteit, een intervalsysteem waarbij gebruik wordt 

gemaakt van intervallen die nog kleiner zijn dan een halve toonafstand, zie je vaak terug 

in Oosterse en zeer experimentele Westerse muziek. 
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Een interval is wiskundig te beschrijven als twee frequenties met een bepaalde ratio die 

hen verbindt, die we in het vervolg zullen aanduiden als frequentieverhouding of 

verhoudingsgetal. Zo is het rein octaaf een interval met twee frequenties van de 

verhouding 2:1. In de tabel hieronder zijn de frequentieverhoudingen voor de 

belangrijkste intervallen binnen een octaaf weergegeven. De vraag is nu: wat maakt een 

interval nou ‘prettig’? Daarvoor kijken we naar de intervallen in het octaaf, zoals 

Pythagoras ze heeft vormgegeven, namelijk met behulp van natuurlijke-getallen ratio's. Er 

is te zien dat de intervallen veelal een frequentieverhouding van de vorm 𝑛 + 1 ∶  𝑛 

hebben. Daarnaast lijkt de vraag of het interval prettig is ook af te hangen van de grootte 

van de getallen. Nu is een frequentieverhouding van 2:1 wel prettig om aan te horen, 

maar geldt dat ook voor een frequentieverhouding van 41:40, of een van 297:296? Dit 

blijkt niet het geval te zijn. Kennelijk voldoet een ‘prettig’ (Pythagoreïsch) interval dus 

aan de voorwaarde: 

 

Een prettig klinkende frequentieverhouding is over het algemeen één van de vorm 𝒏 +

𝟏: 𝒏, waarbij 𝒏 een natuurlijk getal is en 𝒏 een voldoende klein getal is. 

 

Tabel 1 De frequentieverhoudingen tussen belangrijke intervallen 

Noot Pythagoreïsche frequentieverhouding 

Unisono 1:1 

Kleine terts 6:5 

Grote terts 5:4 

Reine kwart 4:3 

Reine kwint 3:2 

Rein octaaf 2:1 

 

Er valt ook te rekenen met deze frequentieverhoudingen. Als je op een zekere frequentie 

𝑓1een kwart wilt stapelen, dan bereken je 𝑓2  =  𝑓1  × 
4

3
. Daarbovenop kun je weer een 

ander interval stapelen, zeg, een kleine terts. Dan geldt 𝑓3  =  𝑓2  ×  
6

5
 =  𝑓1  ×

4

3
 × 

6

5
 =

 𝑓1  ×
8

5
. Zodoende kun je intervallen blijven schakelen. Het werkt ook de andere kant op. 

Willen we de frequentie van een noot die een kwint onder 𝑓1 ligt willen berekenen, dan 

krijgen we 𝑓4  =  
𝑓1

3/2
. 
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1b. Dissonantie 

Naast tonen die harmonisch samen klinken heb je ook tonen die samen onprettig klinken. 

Wij zeggen dat dat deze tonen samen dissonant zijn. Dit wordt voornamelijk veroorzaakt 

door zwevingen. Zwevingen zijn het afwisselend aanzwellen en afnemen van het geluid 

met een frequentie die gelijk is aan de verschilfrequentie van deze beide tonen. Deze 

amplitudeschommelingen worden veroorzaakt door het feit dat de twee afzonderlijke 

geluidsgolven elkaar zullen versterken als ze in fase zijn, verzwakken als ze uit fase zijn 

en uitdoven als ze in tegenfase zijn. In de natuurkunde noemen we dit interferentie. Voor 

het ontstaan van zwevingen moeten de beide trillingen aan de volgende voorwaarde 

voldoen: 

  

Zwevingen ontstaan als de frequenties en de amplitudes van twee samenklinkende 

tonen weinig van elkaar verschillen. 

  

Zwevingen kunnen ook voorkomen, als frequenties en amplitudes van bepaalde 

boventonen van de twee klinkende tonen net niet overeenkomen. Bijvoorbeeld: bij een 

valse kwint met een bijbehorende frequentieverhouding van net niet helemaal 3:2 zijn er 

zwevingen, doordat de derde boventoon van de laagste toon en de tweede boventoon van 

de hoogste toon qua frequentie zeer dicht bij elkaar liggen. Aangezien de twee 

frequenties van de tonen dicht bij elkaar liggen zal het versterken en verzwakken van het 

totaal signaal in een langzame golfbeweging gebeuren en wel precies in de 

verschilfrequentie.  

 

Dit, en waarom zwevingen voorkomen als twee tonen samenklinken die zowel in amplitude 

als in frequentie weinig van elkaar verschillen, zullen wij wiskundig verklaren. Hierbij 

zullen wij alleen uitgaan van de goniometrische verschilformules die luiden 

 

𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏)  =  𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) − 𝑠𝑖𝑛(𝑎) ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑏)  

𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏)  = 𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) + 𝑠𝑖𝑛(𝑎) ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑏).  

 

Om zwevingen te verklaren maken we gebruik van elementaire tonen, bijvoorbeeld 

geproduceerd door een stemvork. Dit doen wij, omdat bij deze tonen geen boventonen 

met hogere frequenties meetrillen en dus de tonen als zuivere cosinus-functies te 

beschrijven zijn. Dit is handig, omdat wij hier mee kunnen rekenen, en omdat wij deze 

mooi in beeld kunnen brengen.  

 

Eerst zullen we om wat context te creëren een grafisch voorbeeld geven. Wij nemen 

bijvoorbeeld eerst de toon die te beschrijven valt met de functie 𝑓1(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠(240𝜋𝑡). 

Deze trilling heeft volgens de formule 𝑓 =
𝜔

2𝜋
 een frequentie van 120 Hz. In de volgende 

afbeelding is deze trilling uitgezet op het interval −0,2 ≤ 𝑡 ≤ 0,2. 
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afbeelding 2 Geluidsgolf met functie 𝑓1(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠(240𝜋𝑡)x (bron: De juiste toon van Jan 

van de Craats) 

 
Wij tellen bij deze trillen vervolgens de trilling 𝑓2(𝑡)  =  2𝑐𝑜𝑠(230𝜋𝑡 − 0,7)op. Deze trilling 

heeft een frequentie van 115 Hz en een amplitude van 2. Omdat zowel de amplitudes als 

de frequenties van beide trillingen niet veel van elkaar schelen zullen er zoals gezegd 

zwevingen ontstaan. Dit is ook goed te zien als wij deze beide trillingen opgeteld tekenen. 

In onderstaande afbeelding is dus de functie 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠(240𝜋𝑡) + 2𝑐𝑜𝑠(230𝜋𝑡 −

0,7)getekend weer op hetzelfde interval −0,2 ≤ 𝑡 ≤ 0,2. 

 

Afbeelding 3 Som van geluidsgolven met frequentie 𝑓1(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠(240𝜋𝑡) en 𝑓2(𝑡)  =

 2𝑐𝑜𝑠(230𝜋𝑡 − 0,7) x (bron: De juiste toon van Jan van de Craats) 
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Je ziet in deze tekening duidelijk de zwevingen. Naast de samengestelde trilling met een 

frequentie van ongeveer 120 Hz ontstaat een extra golf die elke 0,2 seconden een top 

heeft. Per seconde zijn er dus vijf toppen en dus vijf hoorbare zwevingen. Vijf is zoals 

gezegd ook precies de verschilfrequentie van de twee functies namelijk 120 − 115 = 5. 

 

Nu volgt een wiskundige verklaring voor het verschijnsel van zwevingen bij het 

samenklinken van twee tonen, die aan de genoemde voorwaarde voldoen. Dit zal gaan 

volgens een aantal stappen die wij zullen nummeren. Rondom die stappen zullen wij 

toelichten wat we precies doen.  Om dit bewijs goed te begrijpen, kan het helpen om mee 

te schrijven. Om dit wiskundig te verklaren gaan we uit van twee algemene cosinus 

functies: 𝑓1(𝑡)  = 𝐴1 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) en 𝑓2(𝑡)  = 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2).  

 

Voor het optellen van deze functies moeten wij eerst vanuit de eerder genoemde 

standaardformules 𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏)  =  𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) − 𝑠𝑖𝑛(𝑎) ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑏) en 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏)  = 𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅

𝑐𝑜𝑠(𝑏) + 𝑠𝑖𝑛(𝑎) ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑏) een algemene formule afleiden voor het optellen van cosinussen.  

 

Allereerst tellen wij hiervoor𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) en 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) bij elkaar op. 

1. 𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) + 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) = 𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) − 𝑠𝑖𝑛(𝑎) ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑏) + 𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) + 𝑠𝑖𝑛(𝑎) ⋅

𝑠𝑖𝑛(𝑏) 

 

Hierbij vallen vervolgens de +𝑠𝑖𝑛(𝑎) ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑏) en de −𝑠𝑖𝑛(𝑎) ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑏) tegen elkaar weg. 

2. 𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) + 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) = 𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) + 𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) 

ofwel 𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) + 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) = 2𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) 

 

Beide kanten delen door twee geeft 

3. 
1

2
𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) +

1

2
𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) = 𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏). 

 

Vervolgens stellen wij dat 𝛼 = 𝑎 + 𝑏en 𝛽 = 𝑎 − 𝑏. Dan geldt dus 

4. 𝑎 = 𝛼 − 𝑏en 𝑏 = 𝑎 − 𝛽. 

 

Door deze a en b te substitueren in 𝛼 = 𝑎 + 𝑏en 𝛽 = 𝑎 − 𝑏 geeft 

5. 𝛼 = 𝑎 + 𝑎 − 𝛽 = 2𝑎 − 𝛽en 𝛽 = 𝛼 − 𝑏 − 𝑏 = 𝛼 − 2𝑏. 

 

Hieruit a en b vrijmaken geeft 

6. 2𝑎 = 𝛼 + 𝛽 𝑔𝑒𝑒𝑓𝑡 𝑎 =
1

2
(𝛼 + 𝛽)en −2𝑏 = 𝛽 − 𝛼 𝑔𝑒𝑒𝑓𝑡 𝑏 =

1

2
(𝛼 − 𝛽). 

 

Door de waardes 𝛼 = 𝑎 + 𝑏en 𝛽 = 𝑎 − 𝑏 en 𝑏 =
1

2
(𝛼 − 𝛽) en 𝑎 =

1

2
(𝛼 + 𝛽) te substitueren in 

de eerder verkregen vergelijking 
1

2
𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) +

1

2
𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) = 𝑐𝑜𝑠(𝑎) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑏) krijgen wij 

9.
1

2
𝑐𝑜𝑠(𝛼) +

1

2
𝑐𝑜𝑠(𝛽) = 𝑐𝑜𝑠

1

2
(𝛼 + 𝛽) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(

1

2
(𝛼 − 𝛽)). 

 

Door vervolgens beide kanten te verdubbelen krijgen wij een algemene formule voor het 

optellen van cosinus functies die luidt: 

10. 𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝑐𝑜𝑠(𝛽) = 2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(
1

2
(𝛼 + 𝛽)) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(

1

2
(𝛼 − 𝛽)). 
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Nu kunnen wij verder gaan met het optellen van onze algemene cosinusfuncties 𝑓1(𝑡)  =

𝐴1 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) en 𝑓2(𝑡)  = 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2). 

10 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) = 𝐴1 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2) 

 

Door vervolgens zowel +𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1)als−𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) bij het geheel op te 

tellen krijgen wij 

11. 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) = (𝐴1 − 𝐴2) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) +𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2). 

 

Vervolgens kijken we naar het gedeelte 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2) en zeggen 

we dat 

12. 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2) = 𝐴2 ⋅ (𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2)). 

 

Nu komt de door ons verkregen algemene formule voor het optellen van twee cosinus- 

functies van pas, aangezien (𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2) een optelling van twee 

cosinus- functies is die we dus als volgt in kunnen vullen in deze vergelijking.  

13. 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2) = 2𝑐𝑜𝑠(
1

2
(𝜔1𝑡 + 𝜑1 + 𝜔2𝑡 + 𝜑2)) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(

1

2
(𝜔1𝑡 + 𝜑1 − 𝜔2𝑡 −

𝜑2)) 

 

Wij schrijven dit dan als volgt: 

14. 2𝑐𝑜𝑠(
1

2
(𝜔1𝑡 + 𝜑1 + 𝜔2𝑡 + 𝜑2)) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(

1

2
(𝜔1𝑡 + 𝜑1 − 𝜔2𝑡 − 𝜑2)) 

= 2𝑐𝑜𝑠(
1

2
((𝜔1 + 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 + 𝜑2)) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(

1

2
((𝜔1 − 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 − 𝜑2)) 

 

Door dit voor 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐴2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜑2) te substitueren in onze vergelijking bij 

stap 11, krijgen wij dan de uiteindelijke vergelijking voor de samengestelde cosinus-

functie die luidt: 

15. 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) = 

(𝐴1 − 𝐴2) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1)  + 2𝐴2𝑐𝑜𝑠(
1

2
((𝜔1 − 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 − 𝜑2)) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(

1

2
((𝜔1 + 𝜔2)𝑡 + 𝜑1

+ 𝜑2))) 

 

Nu gaan we kijken naar de voorwaarden die er waren voor het ontstaan van zwevingen. De 

eerste voorwaarde was dat de amplitudes 𝐴1en 𝐴2nauwelijks van elkaar verschillen. In 

onze vergelijking bij stap 15 betekent dit dat 𝐴1 − 𝐴2 heel klein wordt en dat (𝐴1 − 𝐴2) ⋅

𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) een hele kleine amplitude krijgt ten opzichte van 2𝐴2𝑐𝑜𝑠(
1

2
((𝜔1 − 𝜔2)𝑡 +

𝜑1 − 𝜑2)) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(
1

2
((𝜔1 + 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 + 𝜑2))). Hierdoor is het tweede lid bij een 

gelijkwaardige amplitude sterk dominant over het eerste lid. Hierom kun je dus het eerste 

lid verwaarlozen om toch een goed beeld van de uiteindelijke grafiek te krijgen.   

De tweede voorwaarde was dat de frequenties 𝜔1 en 𝜔2nauwelijks van elkaar zouden 

verschillen. Dit zou in onze vergelijking bij stap 15 betekenen dat de frequentie
1

2
(𝜔1 −

𝜔2)heel klein wordt ten opzichte van de frequentie 
1

2
(𝜔1 + 𝜔2). De uitdrukking 

𝑐𝑜𝑠(
1

2
((𝜔1 + 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 + 𝜑2))kan je dus zien als de cosinusfunctie met de hoge frequentie, 

die wordt vermenigvuldigd met het stuk 2𝐴2𝑐𝑜𝑠
1

2
((𝜔1 − 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 − 𝜑2).  

  



 

54 

Als je dan vervolgens de functie voor de samengestelde cosinusfunctie uit stap 15, 

namelijk 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) = (𝐴1 − 𝐴2) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1)  + 2𝐴2𝑐𝑜𝑠
1

2
((𝜔1 − 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 − 𝜑2) ⋅

𝑐𝑜𝑠
1

2
((𝜔1 + 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 + 𝜑2)) als een standaard cosinusfunctie 𝑓(𝑡)  = 𝐴 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(ω𝑡 + 𝜑) kun 

je, omdat je (𝐴1 − 𝐴2) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) mag verwaarlozen vanwege de zeer lage amplitude 

ten opzichte van het dominante deel, het gedeelte 2𝐴2𝑐𝑜𝑠
1

2
((𝜔1 − 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 − 𝜑2) zien als 

de amplitude van het hoogfrequente 𝑐𝑜𝑠(
1

2
((𝜔1 + 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 + 𝜑2)) gedeelte. Deze 

amplitude verandert met de tijd volgens een (t.o.v. het hoogfrequente signaal) langzame 

frequentie met een domein van −2𝐴2 ≤ 𝐴 ≤ 2𝐴2. Het hierdoor toenemen en afnemen van 

de geluidssterkte van het samengestelde geluid is dus de zweving. 

 

Ten slotte keren we terug naar ons voorbeeld van de twee zuivere tonen, die te 

beschrijven waren met de functies 𝑓1(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠(240𝜋𝑡) en 𝑓2(𝑡)  =  2𝑐𝑜𝑠(230𝜋𝑡 − 0,7). 

Volgens de zojuist afgeleide formule van stap 15 geldt 

 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(240𝜋𝑡)  + 4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(235𝜋𝑡 − 0,35).  

 

Hierin wordt dus de veranderende amplitude gegeven door de factor 4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35). De 

frequentie van deze factor is 2,5 Hz maar omdat de amplitude niet negatief kan zijn, 

kijken wij naar de absolute waarde, die 5 keer per seconde een maximale waarde van 4 

aanneemt. De frequentie van de amplitude golf is dus 5 Hz, wat precies de 

verschilfrequentie is tussen de frequenties van de twee losse tonen, namelijk 120 en 115 

Hz. Om te laten zien dat de factor 4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35) inderdaad overeenkomt met de 

amplitudeverandering van de 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) functie tonen we in de onderstaande afbeelding 

zowel 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) als |4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35)| (om deze te laten zien, is zowel 4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35) 

als −4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35) geplot. Om de absolute waarde functie te zien, moet je kijken naar 

de langzaam golvende lijnen boven de x-as).  

 

afbeelding 4 De samengestelde functie van de functies 𝑓1(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠(240𝜋𝑡) en 𝑓2(𝑡)  =

 2𝑐𝑜𝑠(230𝜋𝑡 − 0,7) en de functies 4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35) en−4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35) (bron: De juiste 

toon van Jan van de Craats) 
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Er is te zien dat de amplitudefluctuatie ongeveer te beschrijven valt met de functie van 

de amplitudefactor |4𝑐𝑜𝑠(5𝜋𝑡 + 0,35)|. De kleine afwijking komt door het deels toch 

meetellen van het 𝑐𝑜𝑠(240𝜋𝑡) stuk, ondanks de bijna verwaarloosbare amplitude.  

Zwevingen ontstaan alleen, als zowel de amplitudes als de frequenties van de twee tonen 

bijna gelijk zijn, omdat de(𝐴1 − 𝐴2) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) factor bij de vergelijking uit stap 15 

anders niet te verwaarlozen is. Hierdoor is de zweving dan nauwelijks waarneembaar. Ook 

komen zwevingen dus alleen voor bij twee bijna gelijke frequenties omdat anders de 

𝑐𝑜𝑠(
1

2
((𝜔1 − 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 − 𝜑2)) en de 𝑐𝑜𝑠(

1

2
((𝜔1 + 𝜔2)𝑡 + 𝜑1 + 𝜑2))) factoren uit de 

vergelijking bij stap 15 te gelijkwaardig zijn. Zo verklaar je dus wiskundig waarom 

bepaalde tonen samen dissonant klinken.  

 

2. Stemmingen 
Nu gaan we het hebben over de relatie tussen wiskunde en muzikale stemmingen.  

Onder een muzikale stemming verstaan we de opdeling van het octaaf in een bepaald 

aantal noten, waarbij ook de afstand tussen die noten verschilt per stemming. We zullen 

vooral ingaan op stemmingen voor ‘vaste’ instrumenten, zoals de piano, waarbij je het 

register niet naar believen kunt aanpassen, zoals wél bij de gitaar bijvoorbeeld. Het is dus 

belangrijk dat de frequenties van de toetsen precies goed zijn afgesteld om de juiste 

intervallen te creëren tussen de tonen. Zoals we in het stuk over intervallen hebben 

verteld worden intervallen gekenmerkt door bepaalde verhoudingen tussen frequenties. 

Bij het stemmen van een piano kun je dus als je de frequentie van één toon kent de 

frequenties van de andere tonen aan de hand van deze verhoudingen berekenen. Bij het 

berekenen van de frequenties van de andere tonen gaan we uit van het gegeven, dat de 

noot A een frequentie heeft van 440 Hz. Dit is een algemene afspraak, net zoals de 

afspraak over de lengte van een meter.  

 

2a. De Pythagoreïsche stemming 

Pythagoras baseerde zijn stemming op het octaaf (2:1) en de kwint (3:2). Door steeds 

kwinten te stapelen en, wanneer nodig, een noot een octaaf te verhogen of te verlagen, 

zodat uiteindelijk alle noten binnen hetzelfde octaaf liggen, wist hij een toonladder te 

creëren. Hieruit volgt ook de kwintencirkel (zie afbeelding 5), een simpel schema dat 

veelal wordt gebruikt om de vaste voortekens van elke toonladders goed te kunnen 

onthouden en ook de mineurparalleltoonsoort te bepalen. Zo heeft de toonsoort F majeur, 

zoals te zien, als vaste voortekens één mol, namelijk een Bes, en is zijn mineurparallel D 

mineur. 
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afbeelding 5: de kwintencirkel 

 
Zoals ook de kwintencirkel nemen wij de C als basistoon en die normaliseren wij op 1:1. 

De eerstvolgende C een octaaf hoger komt dus overeen met een verhouding van 2:1. Wij 

gaan nu van alle tonen binnen dit octaaf de frequentieverhouding ten opzichte van de 

eerste C bepalen. We weten dat deze verhouding altijd tussen de 1:1 en 2:1 in moet 

liggen. We zetten alle verkregen verhoudingen in tabel 2 hieronder.  

 

Wij beginnen dan met de G die een kwint boven de C ligt. De frequentieverhouding tussen 

de G en de C is dus 
3

2
. Dan gaan we verder naar de D, een kwint boven de G. De verhouding 

tussen de C en de D is dus 
3

2
⋅
3

2
=

9

4
. 9:4 is echter meer dan 2:1, wat betekent 

dat we nu een interval groter dan een octaaf hebben. We moeten dus de D hebben die een 

octaaf lager ligt dan die met de 9:4 verhouding. De verhouding van deze D krijgen we door 

deze verhouding te vermenigvuldigen met het interval 1:2, omdat we dan een octaaf 

omlaag gaan. 
9

4
⋅
1

2
=

9

8
. De frequentieverhouding tussen de C en de eerstvolgende D is dus 

9:8. We gaan door naar de A, een kwint op de D. De frequentieverhouding tussen de C en 

de A is 𝐷 ⋅
3

2
=

9

8
⋅
3

2
=

27

16
. Dan gaan we door naar de E, die weer een kwint boven de A ligt. 

Deze wordt naar beneden geoctaveerd, om dezelfde reden als de D. De 

frequentieverhouding tussen de C en de eerstvolgende E is dan 𝐴 ⋅
3

2
⋅
1

2
=

27

16
⋅
3

2
⋅
1

2
=

81

64
. Door 

op dezelfde manier door te gaan krijgen wij zo nog de frequentieverhouding van de B die 

een kwint boven de E ligt en de Fis die een kwint boven de B ligt. 𝐵 =
81

64
⋅
3

2
=

243

128
 en 𝐹𝑖𝑠 =

243

128
⋅
3

2
⋅
1

2
=

729

512
. Door juist dalende kwinten te nemen vanaf C krijgen wij de 

frequentieverhoudingen tussen de C en de F, de Bes, de Es, de As, de Des en de Ges. 

Bijvoorbeeld ligt de F een kwint onder de C maar moeten we hem dan octaveren, omdat 

de verhouding niet tussen de 1:1 en de 2:1 ligt. De frequentieverhouding tussen de C en de 

eerstvolgende F is dus 
2

3
⋅
2

1
=

4

3
. Om de Bes te krijgen, dalen we weer een kwint onder de F 

en weer octaveren we deze. De frequentieverhouding tussen de C en de eerstvolgende Bes 
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is 
4

3
⋅
2

3
⋅
2

1
=

16

9
. Zo kunnen wij de frequentieverhoudingen tussen alle tonen in de toonladder 

van C bepalen, evenals de frequentieverhoudingen tussen alle tonen op een piano.  

 

Tabel 2 frequentieverhoudingen tussen de C en de andere noten in de toonladder van C in 

de Pythagoreïsche stemming 

Noot Verhoudingsgetal 

C 1 

Des 
𝐷𝑒𝑠 =  2

3
⋅ (
3

2
)−5 =

256

243
 

D 
𝐷 =  2

−1
⋅ (
3

2
)2 =

9

8
 

Es 
𝐸𝑠 =  2

2
⋅ (
3

2
)−3 =

32

27
 

E 
𝐸 = 2

−3
⋅ (
3

2
)4 =

81

64
 

F 
𝐹 = 2

1 ⋅ (
3

2
)−1 =

4

3
 

Fis 
𝐹𝑖𝑠 = 2

−4 ⋅ (
3

2
)6 =

729

512
 

Ges 
𝐺𝑒𝑠 = 2

4 ⋅ (
3

2
)−6 =

1024

729
 

G 3/2 

As 
𝐴𝑠 =  23 ⋅ (

3

2
)−4 =

128

81
 

A 
𝐴 =  2

−1
⋅ (
3

2
)3 =

27

16
 

Bes 
𝐵𝑒𝑠 = 2

2 ⋅ (
3

2
)−2 =

16

9
 

B 
𝐵 =  2−2 ⋅ (

3

2
)5 =

243

128
 

C 2 
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2a.I Het Pythagoreïsche komma 

De stemming van Pythagoras kampt echter met een groot probleem. Zoals je ziet in de 

tabel met frequentieverhoudingen tussen de C en de andere noten in de toonladder van C 

zie je dat de Fis en de Ges niet overeen komen, terwijl deze op een piano wel dezelfde 

toon zouden moeten zijn. Dit verschil tussen de Fis en de Ges wordt het Pythagoreïsche 

komma genoemd. Ook het interval tussen de Fis en de Des is 
729

512
256

243

≈ 1.35, wat niet 

overeenkomt met een reine kwint, terwijl dit wel het geval zou moeten zijn. Deze te 

kleine kwint wordt de wolfskwint genoemd.  

 

De kwintencirkel is dus niet helemaal consequent, omdat niet precies dezelfde toon 7 

octaven hoger weer wordt gevonden na de stapeling van de twaalf kwinten, zoals de 

kwintencirkel doet. Het verschil in frequentie tussen de oorspronkelijke C en de C na de 

stapeling van 12 kwinten is dus het Pythagoreïsche komma. De waarde van het 

Pythagoreïsche komma is eenvoudig te berekenen, door een basisfrequentie te 

vermenigvuldigen met een kwint tot de macht twaalf, en dat vervolgens te delen door 

diezelfde basisfrequentie vermenigvuldigd met een octaaf tot de macht zeven.  

 

𝑃𝑦𝑡ℎ𝑎𝑔𝑜𝑟𝑒ï𝑠𝑐ℎ𝑒 𝑘𝑜𝑚𝑚𝑎 =  𝑓 ⋅ (
3

2
)12/ 𝑓 ⋅ 2

7
= 1,013643265. 

 

Deze Pythagoreïsche komma zorgt voor een verschil van iets meer dan 1 procent van een 

octaaf, oftewel bijna een kwart van een halve toon. 

 

Het hele probleem is dus dat wij de breuk van een kwint onmogelijk kunnen verenigen 

met een octaaf. Dit kunnen we als volgt bewijzen. Om een kwint en een octaaf te 

verenigen moeten we zoeken naar twee exponenten die beide breuken kunnen verenigen. 

Oftewel:(
3

2
)

𝑥
= 2

𝑦
 ⇒

3
𝑥

2
𝑥 = 2

𝑦
⇒ 3

𝑥
= 2

𝑥
⋅ 2

𝑦
⇒ 3

𝑥
= 2

𝑥+𝑦
 

 

Dit is echter onmogelijk. Deze uitspraak is namelijk in strijd met een belangrijke 

rekenkundige wet, die zegt dat elk gehele getal maar op één manier als product van 

priemgetallen geschreven kan worden. Het is dus niet mogelijk dat een getal, dat 

opgebouwd is uit een herhaaldelijk product van het priemgetal 3, hetzelfde is als een 

getal dat is opgebouwd is uit een herhaaldelijk product van 2. Dit betekent dat de door 

Pythagoras gedefiniëerde kwinten en octaven op geen enkele manier gelijk kunnen worden 

verdeeld, waardoor er geen chromatische toonladder kan bestaan, die geen last heeft van 

het Pythagoreïsche komma. 

 

 

In de loop van de geschiedenis is men constant op zoek geweest naar een manier om een 

piano te stemmen waarmee je zo min mogelijk hinder ondervindt van het Pythagoreïsche 

komma. Deze zoektocht heeft geleid tot vele verschillende soorten stemmingen. Wij 

zullen een paar van die mogelijke stemmingen bespreken en toelichten wat de voor- en 

nadelen van die stemmingen zijn. Wij waarschuwen dat het volgende stuk over de 

verschillende stemmingen redelijk diepgaand is en ingewikkeld voor de leek op het gebied 

van muziektheorie. Dit stuk is vooral bedoeld voor diegene die hier geïnteresseerd in is en 

al enige achtergrondkennis heeft.  
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2b. De diatonische stemming 

De zoektocht om de problemen van de Pythagoreïsche toonladder te verhelpen en een 

‘zuivere’ natuurlijke stemming te vinden heeft geleid tot het ontstaan van de diatonische 

toonladder. Deze is niet exact gebaseerd op het stapelen van kwinten. Deze stemming is 

ietwat gecompliceerder. Vanaf de grondtoon (bijvoorbeeld C) worden eerst een kwint naar 

onder (F) en een kwint naar boven (G) berekend. Hiervan zijn de verhoudingsgetallen 

vastgesteld op 4/3 en 3/2. Ook de terts op C, namelijk E, wordt vastgesteld op 5/4. Aan 

de hand hiervan worden de andere tonen berekend door tertsen op deze noten te 

berekenen. De D wordt berekend als kwint op G, maar wordt naar beneden geoctaveerd 

om alle tonen binnen hetzelfde octaaf te houden. Om dezelfde reden wordt F omhoog 

geoctaveerd. Deze intervallen zijn zuiverder, of eigenlijk stabieler. Dat kun je zien aan de 

veel eenvoudigere verhoudingsgetallen (zie de tabel hieronder). De andere intervallen, de 

verhoogde en verlaagde, in het geval van de C-toonladder de zwarte toetsen, worden vaak 

naar context gestemd. Een mogelijke stemming daarvan is weergegeven in de tweede 

tabel. 

 

Tabel 3 frequentieverhoudingen tussen de C en de andere noten in de toonladder van C in 

de diatonische stemming 

Noot Diatonische frequentieverhouding 

C 1 

D 
𝐷 =  

1

2
(𝐺 ⋅

3

2
) =

1

2
(
3

2
⋅
3

2
) =

9

8
 

E 
𝐸 =  𝐶 ⋅

5

4
= 1 ⋅

5

4
=

5

4
 

F 
𝐹 =  2(𝐶 ⋅ (

3

2
)−1)  = 2(1 ⋅

2

3
)  =  

4

3
 

G 3

2
 

A 
𝐴 =  𝐹 ⋅

5

4
=

4

3
⋅
5

4
=

5

3
 

B 
𝐵 =  𝐺 ⋅

5

4
=

3

2
⋅
5

4
=

15

8
 

C 2 
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Des 16/15 

Es 6/5 

Ges 45/32 

As 8/5 

Bes 16/9 

 

Er zijn ook in dit geval problemen: bijna alle kwinten in de C-toonladder zijn 3/2; D-A is 

net iets minder, namelijk 40/27. Als je de stemming baseert op C (ofwel C als 

tooncentrum neemt), zal een stuk in toonsoort D vanwege de mindere kwint D-A vals 

klinken. Als je de stemming baseert op D, zal de kwint D-A weer 3/2 zijn, maar wordt C-G 

40/27. 

 

2c. De middentoonstemming 

Pythagoras’ idee om reine kwinten te stapelen en zo een stemming te verkrijgen werd 

overgenomen en aangepast in ook de 15e, maar vooral 16e eeuw. De kerngedachte van de 

middentoonstemming is dat de zuiverheid van de terts zo goed mogelijk behouden dient te 

worden, wat ten koste gaat van de kwinten; deze worden ietwat verlaagd. De 

middentoonstemming kent meerdere vormen: de kwart-komma middentoon, de een-

derde-komma middentoon en ook nog de een-vijfde-komma en twee-zevende-komma 

middentoonstemmingen. De kwart-komma middentoonstemming wordt verreweg het 

meest gebruikt en wordt hier dus behandeld. Bij de kwart-komma middentoonstemming 

leveren vier stijgende opeengestapelde kwinten (bijvoorbeeld C - G - D - A - E) een 

perfecte grote terts op (dus met een verhoudingsgetal van precies 5/4). Bij de een-derde-

komma middentoonstemming wordt door drie dalende kwinten (bijvoorbeeld A - D - G - C) 

een perfecte kleine terts bereikt.  

 

Het wiskundig idee achter de stemming is als volgt tot stand gekomen. Een interval van 

zeventien tonen kun je ten eerste bereiken met vier opgestapelde kwinten (5 + (5 - 1) + (5 

- 1) + (5 - 1) = 20 - 3 = 17 tonen). Je gebruikt hierbij (5 - 1) omdat je in het gehele interval 

ook de grondtoon meetelt maar bij het optellen van de stappen niet. Ten tweede kun je 

een interval van 17 bereiken met twee opgestapelde octaven en een grote terts (8 + (8 - 

1) + (3 - 1) = 17 tonen). Volgens de Pythagoreïsche stemming wordt een interval van 

zeventien tonen berekend als (
3

2
) 4  =

81

16
 =  

80

16
 ⋅  

81

80
 =  5 ⋅  

81

80
 . Volgens de kwart-komma 

middentoonstemming wordt een interval van zeventien tonen berekend als 2
2 ⋅  

5

4
 =  5 , 

ofwel twee octaven en een grote terts. Deze intervallen zijn dus net niet gelijk. Dit 

verschil in toonafstand wordt de syntonische komma genoemd. Het zou zo moeten zijn dat 

ook door stapeling van vier kwinten een interval van zeventien noten van precies dezelfde 

grootte moet kunnen worden bereikt. Er moet dus een bepaald verhoudingsgetal x zijn dat 

voldoet aan 𝑥4 = 5 ⇒  𝑥 =  √5
4

 en dit verhoudingsgetal is dus een kwart van een 

syntonische komma kleiner dan de Pythagoreïsche kwint. 
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3c.I Achtergrondinformatie over de syntonische komma 

Een syntonische komma is een zeer kleine afstand tussen twee noten, waardoor het lijkt 

dat de twee noten, wanneer tegelijk gespeeld, eerder een valse variant van dezelfde noot 

zijn dan twee verschillende noten. Het verhoudingsgetal van de syntonische komma is 

81/80. Het verhoudingsgetal van de reine kwint (3/2) wordt in de middentoonstemming 

dus met een kwart van deze syntonische komma verlaagd, zodat het nieuwe getal als volgt 

wordt berekend: 1,5 ⋅ √
81

80

4

 ≈ 1,49535  

 

Een gehele toonladder wordt gecreëerd door steeds een verschillend aantal dalende of 

stijgende kwinten en octaveringen toe te passen. 𝑥𝑛 met 𝑛 >  0 is het aantal gebruikte 

stijgende kwinten en 𝑛 <  0 het aantal gebruikte dalende kwinten. Gegeven is 𝑥 =  √5
4

, 

het verhoudingsgetal van de kwint in de middentoonstemming. Daarnaast is 2
𝑚

 met 𝑚 >

 0 het aantal gebruikte octaveringen omhoog en met 𝑚 <  0 het aantal gebruikte 

octaveringen omlaag. Deze octaveringen zorgen ervoor dat alle tonen binnen hetzelfde 

octaaf liggen. We nemen als voorbeeld de toonladder op D. De tabel hieronder is 

gerangschikt op kwinten, dus we beginnen met zes dalende kwinten en eindigen met zes 

stijgende. 

 

Tabel 4 frequentieverhoudingen tussen de C en de andere noten in de toonladder van C in 

de middentoonstemming 

 

Noot Interval vanaf D Formule voor het 
verhoudingsgetal  

(gegeven 𝑥 =  √5
4

) 

As verminderde kwint 
𝑥−6 ⋅ 24 =

16√5

25
 

Es kleine secunde 
𝑥−5 ⋅ 23 =

8√5

25
⋅ 𝑥 

Bes kleine sext 
𝑥−4 ⋅ 23 =

8

5
 

F kleine terts 
𝑥−3 ⋅ 22 =

4

5
⋅ 𝑥 

C kleine septiem 
𝑥−2 ⋅ 22 =

4

5
√5 

G reine kwart 
𝑥−1 ⋅ 21 =

2√5

5
⋅ 𝑥 

D unisono 𝑥0 ⋅ 20 = 1 

A reine kwint 𝑥1 ⋅ 20 =  𝑥 
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E grote secunde 
𝑥2 ⋅ 2−1 =

1

2
√5 

B grote sext 
𝑥3 ⋅ 2

−1
=
1

2
√5 ⋅ 𝑥 

Fis grote terts 
𝑥4 ⋅ 2

−2
=

5

4
 

Cis groot septiem 
𝑥5 ⋅ 2

−2
=

5

4
⋅ 𝑥 

Gis overmatige kwart 
𝑥6 ⋅ 2−3 =

5

8
√5 

 

Wat opvalt is dat de As en de Gis, die enharmonisch dezelfde noot zijn, toch een andere 

toonhoogte krijgen. Het is gebruikelijk om bij het creëren van een gehele toonladder de 

verminderde kwint achterwege te laten, hoewel de keuze tussen deze twee volstrekt niet 

van belang is. 

 

3d. De ‘wohltemperierte’ ofwel welgetemperde stemming 

Een ander voorbeeld van een poging om op een zo goed mogelijke manier om te gaan met 

het Pythagoreïsche komma, is de ‘wohltemperierte’ stemming. Een bekend voorbeeld van 

een muzikant die deze stemming gebruikte is de Duitse organist, muziektheoreticus en 

componist Andreas Werckmeister. Hij heeft een aantal stemmingen bedacht. 

Werckmeister III gaat uit van een stemming in C waarbij specifieke kwinten (namelijk C-G, 

G-D, D-A en B-Fis) worden verminderd met een kwart komma, zodat er alsnog 

gemoduleerd kan worden zonder de wolfskwint tegen te komen en waarbij de zuiverheid 

van de intervallen enigszins wordt behouden. Werckmeister IV gaat wederom uit van een 

stemming in C, waarbij de kwinten C-G, D-A, E-B, Fis-Cis en Bes-F worden verminderd met 

een-derde komma en de kwinten Gis-Dis en Es-Bes worden vergroot met een-derde 

komma. Werckmeister V vermindert de kwinten D-A, A-E, Fis-Cis, Cis-Gis en F-C met een 

kwart komma en vergroot de kwint Gis-Dis met een kwart komma. Op dezelfde wijze kent 

de welgetemperde stemming nog vele andere versies, die door allerlei muziektheoretici 

naar eigen voorkeur zijn geconstrueerd. 

 

3e.I De 53-toons gelijkzwevende stemming 

Om het probleem van de Pythagoreïsche stemming op te lossen, zijn veel verschillende 

stemmingen bedacht. Een van de bekendste daarvan is de 53-toons gelijkzwevende 

stemming. Deze is voortgekomen uit de ontdekking door de Chinese muziektheoreticus 

Ching Fang (78-37 v.Chr.), die ontdekte dat een stapeling van 53 kwinten zeer bijna gelijk 

is aan een stapeling van 31 octaven, dus (
3

2
)53 ≈ 2

31
. Dit verschil berekende hij tot op zes 

decimalen nauwkeurig: 2
31 − (

3

2
)53 ≈

177147

176776
. Heel wat later, in de zeventiende eeuw, kwam 

wiskundige en muziektheoreticus Nicholas Mercator (1620-1287) tot dezelfde conclusie en 

berekende het verschil heel wat preciezer; hij kwam uit op een verschil van 
19383245667680019896796723

19342813113834066795298816
, dat vandaag de dag bekend staat als Mercator’s komma. Hoe dan 

ook, de 53-toons gelijkzwevende stemming (ook wel 53-tone equal temperament ofwel 53 
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TET) verdeelt het octaaf in 53 stukjes. Elke kwint wordt dus verminderd met slechts 1/53 

van Mercators komma ≈ 1/315 syntonische komma ≈ 1/344 Pythagoreïsche komma. Door 

dit te verwaarlozen verschil is 53 TET op elk tooncentrum equivalent aan de 

Pythagoreïsche stemming.  

 

In 1694 merkte William Holder, muziektheoreticus, op dat ook de grote terts zeer zuiver is 

in 53 TET. Dit maakt dat 53 TET erg goed past bij de intervallen van een systeem dat 

bekend staat als five-limit tuning. Dit is een stemmingswijze die puur gebruik maakt van 

de relevante priemgetallen van 1 tot 5, ofwel 2, 3 en 5, dus het octaaf, de terts en de 

kwint. Omdat in 53 TET elk van deze ‘kernintervallen’ zeer zuiver is, kan het gebruikt 

worden om te stemmen volgens five-limit tuning. 

 

Het grote probleem met 53 TET is alleen de notatie, zowel de notennamen als de 

partituur. Daarom is 53 TET een niet heel gangbare stemming gebleken. 

 

3e.II De 31-toons gelijkzwevende stemming 

Een soortgelijke stemming is 31 TET, die juist een goede oplossing biedt voor de 

problemen die ontstaan bij de kwart-komma middentoonstemming. Door het octaaf op te 

delen in 31 stukjes wordt het verhoudingsgetal van de kwint vrijwel gelijk aan √5
4

, wat het 

belangrijkste uitgangspunt is van de kwart-komma middentoonstemming. In de twintigste 

eeuw is door natuurkundige, muziektheoreticus en componist Adriaan Fokker een in 31 

TET gestemd orgel gebouwd, dat nu in het Muziekgebouw aan ‘t Ij nog steeds wordt 

gebruikt voor concerten. De hernieuwde interesse in 31 TET leidde tot een aantal 

Nederlandse composities, bedoeld om in 31 TET te worden gespeeld. 

 

Er zijn nog vele andere gelijkzwevende stemmingen bedacht, zoals 12 TET, 15 TET, 17 

TET, 19 TET, 22 TET, 34 TET, 41 TET en 72 TET, die allemaal naar voorkeur zijn gebruikt. 

De kwint van 41 TET komt bijvoorbeeld bijna precies overeen met de kwint in de een-

vijfde-komma middentoonstemming. 12 TET staat tegenwoordig bekend als ‘de’ 

gelijkzwevende stemming, waarover hieronder meer wordt uitgelegd. 

 

3e.III De gelijkzwevende stemming 

Al in de 16e eeuw werd door Vincenzo Galilei, de vader van Galileo, een idee geschetst 

van een stemming die is gebaseerd op de gelijkmatige verdeling van alle 12 halve 

toonafstanden. Stel dat 𝑥 de frequentieverhouding tussen elke halve toon is, zodat 12 

halve tonen precies een octaaf vormen. Dan geldt 𝑥12  =  2 ⇒  𝑥 =  √2
12

 ≈ 1,05946. Zo kun 

je alle intervallen berekenen, door te kijken uit hoeveel halve tonen het interval bestaat. 

Zo bestaat een kwint uit zeven halve tonen, dus de stemming is (1,05946) 7   =

 1,49830708  

Dit levert een toonladder van 12 noten op: 
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Tabel 5 De gelijkzwevende stemming 

Noot Waarde van het interval 

C (1,05946) 0  =  1 

Cis (1,05946) 1  =  1,05946309 

D (1,05946) 2  =  1,12246205 

Dis (1,05946) 3  =  1,18920712 

E (1,05946) 4  =  1,25992105 

F (1,05946) 5  =  1,33483985 

Fis (1,05946) 6  =  1,41421356 

G (1,05946) 7  =  1,49830708  

Gis (1,05946) 8  =  1,58740105 

A (1,05946) 9  =  1,68179283 

Bes (1,05946) 10  =  1,78179744 

B (1,05946) 11  =  1,88774863 

C (1,05946) 12  =  2 

 

Op deze manier wordt het Pythagoreïsche komma weggewerkt door het evenredig te 

verdelen over alle tonen. Deze stemming bleek succesvol en is wereldwijd ingevoerd, met 

name voor instrumenten met vaste stemming zoals een piano. Hoewel bepaalde 

intervallen te groot of te klein zijn, is een groot voordeel van de gelijkzwevende stemming 

dat deze op elk tooncentrum kan worden toegepast. Daarnaast is het zo dat de klankkleur 

hetzelfde blijft, ongeacht tooncentra, wat sommigen wel als nadeel zien, omdat het 

natuurlijk afdoet aan de diversiteit.  

 

4. Geluidsanalyse 
De volgende relatie tussen wiskunde en muziek die wij gaan bespreken heeft te maken 

met het op een wiskundige manier analyseren van muziek met behulp van de 

Fourieranalyse. Omdat het voor het een beetje begrijpen van de Fourieranalyse nodig is 

om goed te weten wat boventonen zijn zullen wij het daar in dit stuk ook over hebben. 

Bovendien komt er bij boventonen, naast natuurkunde, ook een heleboel wiskunde kijken. 
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4a. Boventonen 

Geluid is natuurlijk niets anders dan trillingen. Die trillingen worden veroorzaakt door 

trillende voorwerpen. Die trillende voorwerpen laten aangelegen materialen, bijvoorbeeld 

lucht, meetrillen en zo bereikt het geluid via dus bijvoorbeeld de lucht ons oor. De 

frequentie waarmee een voorwerp trilt bepaalt welke toon er ontstaat. De meeste 

voorwerpen kunnen echter met heel veel verschillende frequenties trillen. Bij gespannen 

snaren en luchtkolommen zoals in blaasinstrumenten verhouden die verschillende 

mogelijke frequenties waarmee een voorwerp kan trillen als 1:2:3:4:5:... Dit is 

natuurkundig gezien logisch.  

 

Om dit uit te leggen beschouwen we even een snaar die tussen twee vaste punten 

gespannen is zoals bij alle snaarinstrumenten (zie afbeelding 6). 

 

afbeelding 6 Snaar tussen twee vaste punten 

  
 

Als je deze snaar laat trillen gaat er een golf door deze snaar lopen in de richting van 

beide uiteindes van de snaar. Wanneer deze golven de uiteinden van de snaar hebben 

bereikt kunnen ze niet meer verder omdat de snaar ophoudt maar ketsen ze terug naar de 

andere kant van de snaar. Het effect hiervan is dat er door de snaar allemaal 

verschillende golven met dezelfde frequentie en amplitude gaan lopen die elkaar telkens 

tegenkomen en dan beïnvloeden. Er ontstaat interferentie. Dit betekent dat golven elkaar 

afhankelijk van het verschil in fase tussen de golven ofwel kunnen versterken ofwel 

kunnen uitdoven. Met de fase wordt het aantal trillingstijden bedoeld sinds het ontstaan 

van een golf. De trillingstijd kun je zien als de tijd waarin de golf heen en weer beweegt. 

Door dit herhalende patroon van terugkaatsen van golven die elkaar dan weer tegenkomen 

ontstaat een vast patroon van plaatsen waar alle door de snaar lopende golven elkaar juist 

versterken of juist uitdoven. Dit vaste patroon van trillingen door een vastzittende snaar 

noem je een staande golf. Een staande golf ziet er bijvoorbeeld uit als in afbeelding 7. 

 

 

 

afbeelding 7 Staande golf in een snaar 

snaar 
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Zoals je in de afbeelding kunt zien zijn er in een staande golf plaatsen waar de snaar 

maximaal trilt en plaatsen waar de snaar door uitdoving helemaal niet trilt. Plaatsen waar 

de snaar maximaal trilt noem je buiken en plaatsen waar de snaar helemaal niet trilt 

noem je knopen. In de afbeelding zijn buiken aangegeven met een B en knopen met een K. 

Aangezien beide uiteinden van de snaar vast zitten en die punten dus altijd stil staan 

zitten er aan de uiteinden van een snaar altijd knopen. Verder wisselen buiken en knopen 

elkaar altijd af. Nou kan het aantal knopen en buiken in een trillende snaar 

verschillen(afbeelding 8). 

 

afbeelding 8 Voorbeelden van verschillende staande golven in een snaar 

 
De frequentie waarmee de snaar trilt wanneer de staande golf in de snaar bestaat uit één 

buik en twee knopen wordt de grondtoon of de 1e boventoon genoemd. De frequenties 

waarmee de snaar trilt wanneer de staande golf in de snaar bestaat uit twee buiken en 

drie knopen wordt de 2e boventoon genoemd. De frequentie waarmee de snaar trilt 

wanneer de staande golf in de snaar bestaat uit driebuiken en vierknopen wordt de 3e 

boventoon genoemd en ga zo maar door. 

 

De frequentie waarmee een snaar trilt is volledig afhankelijk van het aantal knopen en 

buiken. Dat kun je aantonen met de formule 𝑣 = 𝜆 ⋅ 𝑓. In de situatie dat de snaar trilt met 

de grondtoon (de staande golf in een snaar bestaat dan dus uit één buik en twee knopen), 

zoals in de bovenste situatie in afbeelding 8, is de golflengte 𝜆 eigenlijk twee keer zo 

groot als de lengte van de snaar oftewel 𝜆 = 2𝑙. In de situatie dat de staande golf bestaat 

uit twee buiken en drie knopen (de 2e boventoon), zoals in de tweede situatie uit 

afbeelding 8, dan is de golflengte gelijk aan de lengte van de snaar oftewel𝜆 = 𝑙.  

De golflengte is dus gehalveerd en aangezien de snelheid v waarmee geluid zich voortplant 

door een bepaald materiaal constant is moet volgens de formule 𝑣 = 𝜆 ⋅ 𝑓 de frequentie 

waarmee de snaar trilt in de 2e boventoon twee keer zo groot zijn geworden ten opzichte 

van de grondtoon. In de volgende situatie uit afbeelding 8 zie je drie buiken in de snaar, 

de 3e boventoon dus. Van deze staande golf zie je 1½ golflengte dus 𝜆 =
2

3
𝑙. Vergeleken 

met de grondtoon is de golflengte dus drie keer zo klein geworden dus moet weer volgens 

de formule 𝑣 = 𝜆 ⋅ 𝑓 de frequentie waarmee de snaar trilt in de 3e boventoon drie keer zo 

groot zijn geworden vergeleken met de grondtoon. Zo verklaar je dus dat de frequenties 
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van de verschillende boventonen van een voorwerp zich met elkaar verhouden met de 

verhoudingen 1:2:3:4:5:... De frequentie van de n’de boventoon wordt dus gegeven door 

de formule 𝑓𝑛 = 𝑛 ⋅ 𝑓1waarbij 𝑓1de frequentie van de eerste boventoon oftewel de 

grondtoon is.  

 

Bij blaasinstrumenten die werken met een open of een gesloten luchtkolom werkt het zo 

goed als hetzelfde. Echter kan er door een luchtkolom geen transversale golf lopen zoals 

bij een snaar maar lopen er door een luchtkolom longitudinale golven. Een transversale 

golf is een golf die loodrecht beweegt op de trillingsrichting zoals je ze ook ziet in 

afbeelding 7 en 8. Bij een longitudinale golf is echter de trillingsrichting en de 

voortplantingsrichting gelijk. Dit is moeilijk voor te stellen, maar wat er hierbij eigenlijk 

gebeurt, is dat luchtdeeltjes heen en weer gaan bewegen en zo weer, in dezelfde richting 

als waarin zij heen en weer bewegen, andere luchtdeeltjes ook in die richting heen en 

weer laten bewegen. Zo wordt een longitudinale golf doorgegeven. Een staande 

longitudinale golf werkt eigenlijk hetzelfde als een staande transversale golf. Trillende 

deeltjes aan het uiteinde van de kolom zorgen er weer voor dat de golf in de andere 

richting terug beweegt. Zo komen in de kolom de verschillende longitudinale golven elkaar 

weer tegen en interfereren met elkaar en zo ontstaat eenzelfde patroon als bij een 

staande transversale golf waarbij sommige luchtdeeltjes maximaal bewegen en sommige 

helemaal niet. Je hebt dus weer knopen en buiken. Het aantal knopen en buiken in een 

luchtkolom kan net als in een snaar weer toenemen en zo krijg je op dezelfde manier 

boventonen met frequenties die gegeven worden door de formule 𝑓𝑛 = 𝑛 ⋅ 𝑓0. 

 

Nou is het bij instrumenten zo dat wanneer er een toon gespeeld wordt ook altijd de 

boventonen meeklinken. Het instrument en de manier waarop het bespeeld wordt bepaald 

de boventonenmix en daarmee de klankkleur van de toon.  

 

Op een piano vallen de frequentieverhoudingen tussen grond- en boventonen te benaderen 

als een logaritmisch verband dat wiskundig luidt als 𝑦 = 2𝑙𝑜𝑔(𝑛), waarbij 𝑦 de macht is die 

grondtal 2 nodig heeft om boventoon rangnummer 𝑛 te worden. 𝑦 is hierin een lengte 

afstand voor een interval waarbij 𝑦 = 1 overeenkomt met een octaaf. Dit is logisch om de 

volgende reden. Tegenwoordig zijn piano’s gestemd volgens de zogenaamde evenredige 

twaalftoonsstemming. Bij deze stemming wordt een octaaf (zoals eerder verteld een 

interval van een frequentieverhouding van 1:2) op een piano verdeeld in twaalf gelijke 

halve-toonafstanden. Het voordeel van deze manier van stemmen is dat de losse 

intervallen tussen de aparte toetsen hierbij zeer dicht de ideale intervallen zoals ze 

zouden moeten zijn naderen, zoals in het stuk over deze stemming gezegd. De 

deelintervallen hebben dus een verhouding van 1: √2
12

≈ 1: 1.059463094.  

 

Als je nou naar de logaritmen van de frequenties van de tonen kijkt wordt het 

makkelijker. Volgens de regel 𝑙𝑜𝑔(
𝑎

𝑏
) = 𝑙𝑜𝑔(𝑎) − 𝑙𝑜𝑔(𝑏)verandert de verhouding van de 

twee frequenties zo in het verschil tussen de logaritmen van de frequenties. Als je nou 2 

als grondgetal voor het logaritme neemt krijg je voor het octaaf 2𝑙𝑜𝑔(2) − 2𝑙𝑜𝑔(1)  =  1. 

Op zo’n logaritmische schaal liggen dus twee tonen die een octaaf van elkaar verschillen 

precies 1 lengte eenheid van elkaar af. Eén halve toonafstand ligt op zo’n logaritmische 
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schaal 2𝑙𝑜𝑔( √2
12

) − 2𝑙𝑜𝑔(1) = 2𝑙𝑜𝑔(2
1

12) − 2𝑙𝑜𝑔(1) =
1

12
lengte eenheid van elkaar af. Dit 

verwacht je intuïtief ook omdat het octaaf in 12 gelijke toonafstanden wordt verdeeld. 

Je ziet dus eigenlijk dat de verhoudingen in frequenties op een piano logaritmisch zijn te 

beschrijven.  

Volgens het logaritmische verband voor boventonen zou dus voor de vierde boventoon 𝑛 =

4 gelden dat 𝑦 = 2𝑙𝑜𝑔(4) = 2. Dit betekent aangezien y=1 overeenkomt met een octaaf dat 

de vierde boventoon op een piano 2 octaven boven de grondtoon ligt. Dit verhaal wordt in 

de volgende afbeelding afgebeeld. 

 

afbeelding 9: het logaritmische verband tussen boventonen op een piano.(bron: De juiste 

toon van Jan van de Craats) 

 
Afbeelding 9 Op bovenstaande afbeelding zijn de boventonen van F aangegeven met de 

pijlen naar links. naast de verticale as zie je rechts naast de normale piano indeling ook 

een indeling van de piano waarbij alle halve toonafstanden ook corresponderen met een 

zelfde afstand op de verticale as. Op de horizontale as zijn de eerste 32 boventonen van F 

gegeven. Verder is in de grafiek het verband 𝑦 = 2𝑙𝑜𝑔(𝑥)weergegeven. 
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Dit logaritmische verband gaat echter niet helemaal op. Voor alle octaven klopt het 

precies, omdat het verband met grondtal 2 daarop is afgestemd, maar voor de andere 

intervallen zijn er kleine afwijkingen. Dit komt doordat de evenredige 

twaalftoonsstemming niet ideaal is, omdat het pythagoreïsche komma verdeeld is over de 

verschillende tonen. Hierdoor wijken alle intervallen net wat af van de ideale 

intervalverhoudingen zoals eerder besproken. Het verschijnsel van boventonen valt dus 

wiskundig met een logaritmisch verband te benaderen alleen gooit de pythagoreïsche 

komma weer roet in het eten.  

 

4b. Fourieranalyse  

Zoals vermeld in het stukje over boventonen klinken bij het aanslaan van bijvoorbeeld een 

C toon op de piano naast deze daadwerkelijke C toon ook boventonen van deze toon mee. 

Hetzelfde geldt voor tonen gecreëerd door bijvoorbeeld strijkinstrumenten, 

blaasinstrumenten en ook stemmen. De vraag is dan natuurlijk of die afzonderlijke tonen 

überhaupt wel afzonderlijk van elkaar bestaan en of deze tonen dan ook weer zijn 

opgebouwd uit componenten. Wat blijkt is dat deze tonen daadwerkelijk de elementaire 

tonen zijn en dus niet weer opgebouwd zijn uit andere tonen en dat ze ook los van elkaar 

bestaan. Een stemvork produceert een zuivere, elementaire toon. Deze elementaire tonen 

zijn in tegenstelling tot andere tonen te beschrijven als perfecte sinusoïden (zie 

afbeelding 10). 

 

afbeelding 10 Voorbeelden van tonen geproduceerd door een stemvork, een viool en een 

klavier 

 
 

Standaard worden de variaties in luchtdruk als functie van de tijd bij elementaire tonen 

beschreven als 𝑓(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑). Hierin is A de amplitude, 𝜑 de fasehoek in radialen 

en t de tijd. De fasehoek zorgt voor een verplaatsing van de grafiek over de x-as. Zoals we 

bij wiskunde hebben geleerd geldt dat de periode T gelijk is aan 
2𝜋

𝜔
. Verder leert de 

natuurkunde ons dat de frequentie f gelijk is aan 
1

𝑇
. Hieruit volgt dus dat 𝜔 = 2𝜋 ⋅ 𝑓. Voor 

een elementaire C toon met een frequentie van 256 Hz geldt dus dat 𝜔 = 2𝜋 ⋅ 256.  
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Als we nu kijken naar een C toon gecreëerd door bijvoorbeeld een piano, dan is de totale 

bijbehorende functie de som van de sinusoïden van de zuivere grondtoon en alle 

boventonen. Dit werd gesteld door de Franse wiskundige Joseph Baptiste de Fourier(1768-

1830). 

Aangezien (zoals gezegd in het stukje over boventonen) de frequentie van een boventoon 

altijd een veelvoud is van de frequentie van de grondtoon is elke pianotoon te beschrijven 

als 𝑓(𝑡) = 𝐴0 + 𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑1) + 𝐴2𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑2) + 𝐴3𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑3)+. .. 

Hierin is 𝐴0de evenwichts-uitwijking waaromheen de trilling trilt. Verder bepalen de 

amplitudes 𝐴𝑛 en de verschillende fasehoeken 𝜑𝑛 de klankkleur van het geluid.  

Dit is precies wat door de Franse wiskundige Joseph Baptiste de Fourier(1768-1830) 

terecht werd gesteld. Namelijk dat elke periodieke functie geschreven kan worden als de 

som van frequenties die gehele veelvouden zijn van de grondfrequentie.  

Over de vraag hoe je bij elk willekeurige geluidssignaal dan de afzonderlijke elementaire 

grondtonen kan bepalen is na Fouriers bewering een hele nieuwe tak van de wiskunde 

ontstaan. Deze tak wordt de harmonische analyse genoemd, ofwel de Fourieranalyse.  

 

De daadwerkelijke werking van de Fourieranalyse is wiskundig te complex voor in dit 

verslag maar wij willen het wel hebben over de toepassingen van deze Fourieranalyse in 

de moderne muziekwereld. Om dit te begrijpen moeten we alleen het basisconcept van de 

Fourieranalyse begrijpen. Het basisidee van de Fourieranalyse is zoals gezegd dat een 

geluidsfragment dat bestaat uit heel veel verschillende elementaire tonen volledig uit 

elkaar wordt getrokken totdat alleen deze elementaire tonen afzonderlijk over zijn. Aan 

de hand van de Fourieranalyse bepaal je van een geluidsfragment de verschillende 

amplitudes die horen bij alle verschillende frequenties die in een geluidsfragment 

voorkomen. Vervolgens kun je de uitkomst hiervan weergeven in een spectrogram waarin 

bij alle verschillende aanwezige frequenties in het geluidsfragment de verschillende 

amplitudes staan weergegeven. Bijvoorbeeld zoals in afbeelding 11. 

 

afbeelding 11 Spectrogram van een geluidsfragment waarin bij alle frequenties de 

amplitudes staan weergegeven 
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Tegenwoordig wordt aan de hand van het amplitude- frequentie spectrogram veel 

onderzoek gedaan naar wat de kenmerkende eigenschappen in deze spectrogrammen 

zeggen over bepaalde eigenschappen van de muziek. Dit wordt gedaan op basis van 

statistisch onderzoek. Door mensen te vragen wat voor een eigenschappen zij aan 

bepaalde nummers toekennen en vervolgens in de spectrogrammen van nummers met 

gelijkwaardige eigenschappen naar overeenkomsten te zoeken kan men eigenschappen van 

muziek koppelen aan eigenschappen van de spectrogrammen van muziek. Zo kan men 

vervolgens aan de hand van het spectrogram van geluid voorspellingen doen over welke 

eigenschappen de muziek zal hebben. 

Een bedrijf dat van deze wiskundige muziekanalyse al veel gebruikt maakt is het bekende 

Spotify. Spotify koppelt aan de hand van de spectrogrammen van nummers eigenschappen 

aan deze nummers en zo is voor Spotify het doen van suggesties mogelijk. Als jij op Spotify 

nummers luistert met bepaalde kenmerkende eigenschappen in het fourier spectrogarm, 

kan Spotify suggesties doen voor andere nummers met vergelijkbare spectrale 

eigenschappen. Het wiskundige concept van de Fourieranalyse maakt dus zo ook voor 

muziek het doen van gegronde suggesties mogelijk. Bij bijvoorbeeld Youtube is het doen 

van deze suggesties al lang bekend alleen doet youtube dat alleen aan de hand van de 

zoektermen die jij zoekt en de titels van de filmpjes die jij kijkt. Met muziek is het niet 

mogelijk om op basis van titels en zoektermen geluids overeenkomsten te vinden, maar 

met de Fourieranalyse dus wel.  

De Fourieranalyse is voor het analyseren van moderne muziek sowieso heel belangrijk om 

de volgende rede. Moderne muziek is vaak aan de hand van computers gegenereerd en is 

in tegenstelling tot muziek van vroeger dus niet meer volledig te beschrijven met 

partituren. Van bijvoorbeeld een modern dance nummer is alleen een zeer versimpelde 

versie in een partituur weer te geven. Dit betekent dat de eventueel wiskundige analyse 

van deze partituren op meetkundige composities etc. etc. zoals dat op muziek van vroeger 

wel kon niet meer mogelijk is. De Fourieranalyse maakt het toch mogelijk om de 

audiofragmenten van moderne muziek alsnog te analyseren en is daarom heel essentieel in 

het analyseren van moderne muziek. 

 

5. Ritme 
Ritme is de manier waarop tijd wordt ingedeeld in processen. Er is ritme in zowel 

natuurlijke als door mensen in stand gezette processen. In de muziek is het ritme de 

snelheid waarin bepaalde tonen elkaar opvolgen. Waarschijnlijk is ritme het oudste 

onderdeel van de muziek. Nog ouder zelfs dan melodie en harmonie. De relatie tussen 

wiskunde en ritme die wij gevonden hebben is vrij eenvoudig en oppervlakkig.  Wat blijkt 

is dat mensen eenvoudige maatsoorten met regelmatige herhalingen fijner vinden dat 

ingewikkelde maatsoorten zonder regelmatige herhalingen.  Verder ligt de relatie vooral in 

het beschrijven van ritmes op wiskundige wijze. Zo zijn er tal van wiskundige manieren 

gevonden om verschillende maten en ritmes weer te geven. Bijvoorbeeld een binaire 

weergave met alleen maar enen en nullen. Aangezien wij deze relatie tussen wiskunde en 

muziek echter niet heel interessant vinden en wij moeten oppassen met hoe breed ons 

onderzoek wordt, hebben wij er voor gekozen om hier niet dieper op in te gaan en ons op 

andere dingen te focussen. Om toch een zo volledig mogelijk antwoord te geven op onze 
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hoofdvraag leek het ons goed om toch ook deze relatie tussen wiskunde en muziek op zijn 

minst even te noemen.  

 

6. Meetkunde in de compositie 
Zoals in de wiskunde transformaties zoals translaties, inversies en rotaties worden 

toegepast, passen componisten deze ook toe op melodielijnen. Ze gebruiken dus 

meetkunde in hun composities. Een voorbeeld van een symmetrische stukje muziek is door 

de volgende toonreeks: ADFGGFDA. Deze toepassing van wiskunde in het maken van 

muziek beschouwen wij als vrij simpel en niet erg vergaand.Een bekend voorbeeld van een 

muziekstuk waarin gebruik is gemaakt van meetkundige compositie is het kreeftcanon van 

Bach, dat bedoeld is om van voor naar achter en vervolgens van achter naar voor te 

spelen, en tenslotte tegelijk van voor naar achter en van achter naar voor. Zie de 

afbeelding hieronder. 

 

afbeelding 12 deel van partituur van het kreeftcanon van Bach 

 
Dit stuk kan dus geheel achterstevoren worden gespeeld. Een ander voorbeeld is Der 

Spiegel, een duet waarvan de partituur op zijn kop kan worden gelezen. Zie de afbeelding 

13 op de volgende pagina. Zodoende passen musici dus meetkundige transformaties toe op 

muziek, om zo tot nieuwe melodieën te komen. Ook de Gulden Snede, afkomstig uit de 

meetkunde, is terug te vinden in bepaalde composities van bijvoorbeeld Mozart en 

Beethoven. Zo komt een van die stukken tot climax op een punt waarop het deel ervoor en 

het deel erna in lengte qua ratio te benaderen zijn door de Gulden Snede. Het probleem is 

wel dat veel van dit soort meetkundige patronen a posteriori, dus achteraf, worden 

toegekend aan een stuk, terwijl het door de componist misschien helemaal niet zo 

bedoeld is. Dat is dus een punt van kritiek op wiskundigen die aan alle details van een 

compositie het liefst een wiskundig verband toekennen. Het is, net als bij het 

hoofdonderwerp ritme zo, dat wij het bestuderen van meetkunde in de compositie niet 

interessant genoeg vinden om er dieper op in te gaan in ons onderzoek. 
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afbeelding 13 deel van partituur van Der Spiegel van Mozart 
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Bijlage 2 - Partituren 

Voor het audiobestand zie: 

https://www.dropbox.com/sh/z3vusqrc5yz2ade/AAB41tYIHg20AdJ04TiHd-i2a?dl=0  

Partituur 1 

 

Partituur 2 

 

 

 

 

https://www.dropbox.com/sh/z3vusqrc5yz2ade/AAB41tYIHg20AdJ04TiHd-i2a?dl=0
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Partituur 3 

Partituur 4 
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Partituur 5 

 

Partituur 6
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Partituur 7 

 

Partituur 8 
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Partituur 9 

 

Partituur 10 
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Partituur 11 

 
 

Partituur 12 

 
 

Partituur 13 
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Partituur 14 

 
 

Partituur 15 
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Partituur 16 

 

Partituur 17 
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Partituur 18 

Partituur 19

Partituur 20
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Bijlage 3 - Logboek 

Datum Wat? Wie? Waar? Tijd 
(uur) 

8-6-18 Opstellen (voorlopige) hoofd- en deelvragen Boris en 
Thijmen 

Op school 
 

1 

22-8-18 Zoeken expert/specialist, overzicht basis muziektheorie Boris en 
Thijmen 

Thuis 1 

23-8-18 Experts per email contacteren Boris en 
Thijmen 

Op school 1 

3-9-18 Literatuur stukken verdelen, voorbereiden gesprek 
Michel, Michel proberen te bellen 

Boris en 
Thijmen 

Thuis 2 

4-9-18 Muziektheorie bijwerken met Appelman Thijmen Op school 1 

5-9-18 Literatuurstudie Boris en 
Thijmen 

Thuis 2 

9-9-18 Eerste versie boventonen geschreven Thijmen Thuis 2 

10-9-18 Eerste versie intervallen geschreven Boris Op school 2 

13-9-18 Inlezen voor interview Ashley Burgoyne Boris en 
Thijmen 

Op school 1 

14-9-18 Gewerkt aan literatuuronderzoek Boris en 
Thijmen 

Op school 2 

14-9-18 De Wiskunde van de Muziek gelezen Boris Thuis 4 

16-9-18 Mindmap gemaakt en vragenlijst opgesteld  Thijmen Thuis 1,5 

17-9-18 Interview J.A. Burgoyne verricht plus voorbereiding en 
evaluatie 

Boris en 
Thijmen 

Amsterdam 4 
 

2-10-18 Gewerkt aan literatuuronderzoek Thijmen Thuis 2 

3-10-18 Verdiepend lezen De Juiste Toon Thijmen Thuis  1 

4-10-18 Gewerkt aan literatuuronderzoek Boris en 
Thijmen 

Op school 1 

4-10-18 Gewerkt aan literatuuronderzoek Boris Thuis 2 

5-10-18 Onderdeel zwevingen wiskundig begrijpen Thijmen Thuis 1 

5-10-18 Stuk over dissonantie schrijven Thijmen  Thuis 2,5 

7-10-18 Voorstudie over stemmingen; stuk over meetkunde in de 
compositie schrijven; berekeningen toevoegen; 
historische stemmingen beschrijven 

Boris Thuis 4 

8-10-18 Spellingscheck geheel document Boris Op school 1 

9-10-18 Inleiding schrijven en structuur aanbrengen Boris en Op school 1 



 

84 

Thijmen 

9-10-18 Verbeteren literatuurverslag Thijmen  Thuis 1 

12-10-18 Werken aan literatuurverslag Thijmen Op school 1 

12-10-18 Afmaken literatuurverslag versie 1 en introductie 
schrijven 

Thijmen Thuis 2 

22-11-18 Geluidsopname-apparatuur uitproberen voor praktisch 
onderzoek 

Boris en 
Thijmen 

Op school 2 

5-12-18 Colleges kijken over de Fourieranalyse van de TU/e Boris en 
Thijmen 

Thuis 3 

10-12-18 Colleges kijken over de Fourieranalyse van de TU/e Boris en 
Thijmen 

Thuis 3 

12-12-18 Muziek maken a.d.h.v. Fibonacci-reeks en lineaire 
vergelijkingen 

Thijmen Thuis 2 

23-12-18 Sinusoïden bestudeerd in verband met toonreeksen Boris en 
Thijmen 

Thuis 2 

8-1-19 Gedeelte over sinusoïden gecorrigeerd en beter 
vormgegeven 

Boris Thuis 1 

21-1-19 Gedeelte over sinusoïden gecorrigeerd en beter 
vormgegeven 

Boris Thuis 3 

22-1-19 Inleiding, methode, en stuk over lineaire vergelijkingen 
geschreven 

Thijmen Thuis 3 

23-1-19 Stuk geschreven over kwadratische functies Thijmen Thuis 5 

25-1-19 Theoriegedeelte van sinusoïden gefinaliseerd en beter 
vormgegeven, begonnen aan gedeelte over exponentiële 
functies 

Boris Thuis 2 

25-1-19 Stuk over derdegraadsfuncties geschreven Thijmen Thuis 5  

26-1-19 Praktisch onderzoek verslag geschreven Boris en 
Thijmen 

Thuis 7 

27-1-19 Stuk over pythagoreïsche getallen geschreven, APA-
bronvermelding aangemaakt 

Boris Thuis 4 

27-1-19 Stuk over exponentiële functies afgemaakt en conclusie 
en suggestie voor vervolgonderzoek geschreven 

Thijmen Thuis 5 

28-1-
2019 

Praktisch onderzoek herschreven, samenvatting deels 
geschreven 

Boris en 
Thijmen 

Thuis 4 

29-1-19 Deel literatuurverslag herschreven Thijmen Thuis 2 

30-1-19 Samenvatting afgemaakt Boris en 
Thijmen 

Thuis 1 

30-1-19 Partituren gemaakt Boris  Thuis 1 
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30-1-19 Partituren gemaakt en delen van literatuurverslag 
herzien 

Thijmen Thuis 2 

31-1-19 Deel van het literatuurverslag herzien Boris Op school 1 

31-1-19 Deel van het literatuurverslag herzien Boris Thuis 1 

31-1-19 Symbolen consequent gemaakt Thijmen Thuis 2 

31-1-19 Symbolen consequent gemaakt (afgerond), 
bronvermelding uitgebreid 

Boris Thuis 2 

1-2-19 Uiteindelijke layout maken Boris en 
Thijmen 

Thuis 3 

 

 


